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Tutkimuksen aiheena on tarkastella ARIMA-mallien toimintaa ja niiden matemaattista maarit-
telya. Tutkimus keskittyy erityisesti ARIMA-mallien matemaattisen esitysmuodon tarvitse-
mien kerrointen maarittamiseen teoreettisesti, ja kuinka naita voidaan tarkentaa kokeellisesti
iteroiden. Tydssa SARIMA-mallien yleinen yhtalo kaydaan lapi, selittden mista se koostuu, ava-
ten my0s viiveoperaattorin kayttoa. Lopulta dekomponointia hyédyntden, ilmanlampétila ai-
kasarja datan stokastiseen sarjaan sovitetaan SARIMA(0,0,1)(0,0,1)12-sovite havainnollistaen

aikasarjamallin rakentamista kdytanndssa.

Tutkimuksen tuloksena esimerkki case-aineistoon Lappeenrannan ilmanlampdtilasta vuosina
1960-2020 onnistuttiin rakentamaan malli, jossa SARIMA(0,0,1)(0,0,1)12-mallilla luotiin en-
nuste jaannostermeille. SARIMA-mallille onnistuttiin laskemaan teoreettiset kertoimet, joita
iteroimalla saatiin kertoimia tarkennettu pieninta neliosummaa minimoimalla parhaiksi mah-
dollisiksi. Tyon tuloksena rakennettu malli ei valttamatta ollut paras vaihtoehto case-aineis-
tona kaytetyn aikasarjan mallintamiseen ja ennustamiseen, mutta mallin varsinainen raken-
nusprosessi tuki ARIMA-mallien toiminnan tarkastelua ja sen matemaattisen esitysmuodon

kerrointen maarittamista, joka oli itse tutkimuksen keskiossa.



ABSTRACT

Author: Matias Heikkinen
Title: ARIMA-model application for time series modeling —

CASE: Lappeenranta’s airport air temperature in 1960-2020

School: School of Business and Management
Degree programme: Business Administration, Business analytics
Supervisor: Jyrki Savolainen

Keywords: ARIMA-model; data-analytics; climate

The research subject is to study the function of ARIMA-models and the mathematical defini-
tion. The research focuses in particular on the theoretical determination of the coefficients
required for the mathematical representation of ARIMA-models, specifying them experimen-
tally by iteration. In this work, the general equation of the SARIMA models is reviewed by
explaining what it consists of, also opening up the use of backshift operator. Finally, utilizing
decomposition method, SARIMA(0,0,1)(0,0,1):2-model can be fitted to the stochastic series of
air-temperature time series data to illustrate the construction of the time series model in prac-

tice.

As the results of the study, the case-material of Lappeenranta’s air temperature from 1960-
2020 was used to build a model, in which the SARIMA(0,0,1)(0,0,1):,-model was used to fore-
cast residual terms. For the SARIMA-model, the theoretical coefficients were successfully cal-
culated, and were iterated to optimum values by minimizing the least squares of the residual
of model fit. As the result, the model itself may not have been the best for modeling and
forecasting the time series used as case data, but the actual model building supported the
review of ARIMA models and the determination of coefficients for the mathematical repre-

sentation that was itself the key point of the study.
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1. Johdanto

Aikasarjadatan pohjalta luodut estimaatit tulevaisuuden ennustamisessa ovat entista tarke-
ammassa roolissa paatoksenteon taustalla nyky-yhteiskunnassa. (Box & Jenkins 1976, x) Yksi
kdytetyimmista aikasarjadatan ennustamisen menetelmistd ovat ARIMA-mallit (autoregres-
sive integrated moving avarage-model), joita tama tutkimus kasittelee. Tutkimuksessa kasitel-
[dan ensin aiheeseen liitettava kirjallisuuskatsaus erityyppisiin ARIMA-malleihin, niiden kayt-
toon ja toimintaan. Kirjallisuuskatsauksen tarkoituksena on keratd materiaalia tutkimuksen
taustalle, jota hydédynnetdan toisessa vaiheessa aikasarjamallin sovittamisessa Lappeenran-
nan lentokentdn sadhavaintoaseman mittaamaa pitkaketjuiseen ilmanlampotila dataan aika-

valilta 1960-2020.

ARIMA-mallit kuten muutkin aikasarjamallit ovat tarkeitd, koska ennusteiden tulee olla entista
tarkempia ja luotettavampia, jotta kyetdan optimoida mahdollisimman luotettavasti tulevai-
suuden tarpeita (Box & Jenkins 1976, ix-xii). Hyoty, mitd onnistuneista tulevaisuuden estimaa-
teista voidaan saada resurssien tehokkaaseen kayttoon, tulee tulevaisuudessa korostumaan
entisestaan yhteiskunnan kehittyessa kohti resurssien hyédyntamisen tehokkaampaa muoto-
aan esimerkiksi luonnonvarojen osalta. Tassa tutkimuksessa tutustutaan tarkemmin ARIMA-
malleihin ja niiden toimintaan, seka pohditaan millaiselle aikasarja datalle ARIMA-mallit sovel-

tuvat parhaiten.

ARIMA-mallit ovat todella yleisia aikasarjojen pohjalta luotujen ennusteiden estimoinnissa,
muodostaen melko yksinkertaisia ja suhteellisen tarkkoja malleja. ARIMA-mallit ovat laajalti
kdytossa ja niihin pohjautuvia tutkimuksia 10ytyy valtavasti. Monissa tutkimuksissa tutkimus-
aineistoon on myos sovitettu ARIMA pohjaisia hybridimalleja, joissa ARIMA-mallia on laajen-
nettu jollakin toisella mahdollisesti monimutkaisemmalla mallilla. Harvemmissa soveltavissa
tutkimuksissa kuitenkaan tarkastellaan varsinaisesti mallin muodostamisen tarkempaa mate-
maattista taustaa, olettaen etta lukijalla on tarkempi tietdmys mallin taustalla entuudestaan.
Talla tutkimuksella pyritaan osoittamaan miten ARIMA-mallin kertoimien lukumaara ja niiden

arvot saadaan.



1.1. Tutkimuskysymykset

Taman tyon tarkoitus on sijoittua taustoitukseksi ARIMA-metodia kayttaneille tutkimuksille
avaten ARIMA-mallien taustaa matemaattisesti. Tarkeimmaksi tutkimuskysymykseksi muo-

dostui RQ1:

“Miten ARIMA-mallit toimivat ja millainen on niiden matemaattinen mddirittely ?”

Kysymysta RQ1 tarkennetaan alakysymyksella:

“Kuinka ARIMA-mallin matemaattisen esitysmuodon tarvitsemat kertoimet saadaan mddiri-

teltyd datasta?”

Toinen tutkimuskysymys RQ2 kasittelee ARIMA-mallien soveltamista kdytantoon, jossa esi-

merkki case-aineistona on lampétiladata:

”Kuinka ARIMA-mallit soveltuvat ldmpétiladatan tutkimiseen ja millainen on limatieteenlai-
toksen Lappeenrannan lentokentdilté kerdtyn ilmanlimpé case-aineiston paras stokastisen

sarjan ARIMA-sovite valitulle aikaviilille?”,

Toiseen tutkimuskysymykseen on tarkoitus vastata muodostamalla kirjallisuuskatsaus ARIMA
ja ARIMA-hybridimalleja kayttaneisiin tutkimuksiin pitkaketjuisista lampdtila data-aineistosta,
ja sovittamalla ARIMA-mallin Lappeenrannan lentokentalta kerattyyn ilman lampdtila dataan.
Kirjallisuuskatsauksen pohjalta on myds tarkoitus 10ytaa vastaus maaritettavan mallin sovit-

teen rationaaliselle aikavalille.

1.2. Rakenne

Tassa tyossa tutustutaan ARIMA-malleja hyddyntaneiden tieteellisten tutkimusten tutkimus-
aiheisiin pinta puolisesti, luoden pohjan ymmarrykselle ARIMA-mallien monipuolisesta sovel-
lettavuudesta ja niiden tarkeyden monien niista johdettujen hybridimallien taustalla. ARIMA-
mallien yleinen muodostaminen seka ¢- ja 6-kerrointen maarittamisen teoreettinen mate-
maattinen tausta kdydaan tutkimuksessa lapi. ¢- ja 6-kertoimet kuvaavat aikasarjamallin kayt-

taytymista suhteessa jo mitattujen datapisteiden kdyttaytymiseen.



Tyon viimeisessa osassa ARIMA-malli sovelletaan esimerkki datan satunnaisvaihtelun maarit-
tdmiseen, aikasarjan deterministisen osan muodostuessa dekomponoinnin (Alsuhail & Kokki-
nen 2005) (decomposition) seurauksena trendistd, seka kausivaihtelusta (seasonality)
(Bouznad, Guastaldi et al. 2020; Ye, Yang et al. 2013). Sovitettujen mallien pohjalta valitaan
parhaimmat parametrit antanut malli ja tehdaan taman mallin pohjalta paatelmat aikasarjan
tulevasta jatkuvuudesta, seka pohditaan, kuinka pitkalle voidaan kyseiselld mallilla antaa luo-

tettavia ennusteita esimerkki datasta.

2. ARIMA-mallien teoriaa

Tutkimuksen taustana on kaytetty systemoitua kirjallisuuskatsausta (jamk, 2021), jolla pyrit-
tiin rakentamaan viitekehys tutkimuksen taustalle. Tiedon haku toteutettiin Scopus Elsevierin
tietokannassa. Haku tehtiin englanniksi ja aineiston haussa aiheesta jo tehtyjen tutkimusten
kieli rajattiin englantiin. Lopullinen haku rajoittui 51 tieteelliseen artikkeliin, kun tulokset ra-
jattiin englannin kielisiin, tieteellisina artikkeleina julkaistuihin tutkimuksiin ja niista karsittiin
sellaisten aihepiirien tutkimukset, joiden ei uskottu tuovan tdman tutkimuksen kannalta oleel-
liseen sisaltoon minkdanlaista lisdarvoa (Kuva 1). Lopullisesti tutkimuksessa keskityttiin haun
51 artikkelista tarkemmin kahdeksaan, seka lisdksi Box & Jenkinsin (1976) teokseen ”Time se-
ries analysis forecasting and control”, joita yhdistamallda ARIMA-mallin parametrit pyritdan

saada maariteltya.
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Kuva 1: ARIMA-mallien kirjallisuuskatsauksen prosessi

Hakulauseke (Kuva 1) muodostui toisen tutkimuskysymyksen pohjalta, silld toisen tutkimus-
kysymyksen rajaus oli paljon tarkempi kuin ensimmaisen. Nain lopullisen esimerkki dataan ra-
kennetun mallin sovitteen vertaaminen aiempien rinnastettavien aihepiirien tutkimusten so-
vitteisiin on helpompaa, jolloin sovitettavan mallin oikeellisuus on helpompi havainnoida. Jos
haku olisi muotoiltu ensimmaisen tutkimuskysymyksen mukaan hakemaan kaikkia mahdollisia
Scopus Elsevierin kannan tutkimuksia, jossa on kaytetty ARIMA-mallinnusta, olisi ensisijaisia

hakutuloksia 16ytynyt yli 13000 kappaletta.



2.1 ¢- ja O-kerrointen astelukujen maarittaminen

ARIMA-mallit koostuvat nimensd mukaan autoregressiivisestd osasta (AR), integroidusta
osasta (), seka liukuvan keskiarvon osasta (MA). ARIMA-malli ilmoitetaan yleensa muodossa
ARIMA(p,d,q), jossa p kertoo autoregressiivinen osan asteen, d integroinnin asteen ja g mo-
nennen asteen liukuvan keskiarvon osa malliin on sisallytetty, (Box & Jenkins 1976; Kesavan,
Muthian et al. 2021; Islam, A. R. M. T., Karim et al. 2021; Wang, Huang et al. 2019). Data-
aineiston ollessa kausittaista, ARIMA malliin sisdllytetddan myos kausivaihtelua kuvaavat kom-
ponentit P, D ja Q alaindeksilla m, joka tarkoittaa data-aineistossa olevan kausivaihtelun jak-
son pituutta havaintoaineiston mittaindeksin asteikolla, ARIMA(p,d,q)(P,D,Q)m, (Box & Jenkins
1976). Esimerkiksi kvartaalisesti kausittain vaihtelevan datan pohjalta m saisi arvon 4, koska
kausittainen vaihtelu toteutuu aina 4 aika periodin kuluessa alkaen alusta periodien toteudut-
tua. Kausittaisesta ARIMA-mallista saatetaan kayttaa myos nimitysta SARIMA (seasonal auto-

regressive integrated moving avarage).

Box & Jenkins (1976, 18) suosivat ARIMA-mallien kerrointen maarittamista numeerisesti ite-
roiden. Kertoimet kannattaa maarittaa teoreettisesti perustuen autokorrelaatioarvoihin. Nii-
den teoreettiset arvot on hyva asettaa iteraation alkuarvaukseksi, koska ne ovat monesti var-
sin lahelld mallin parhaita kertoimien arvoja, ellei taysin samat (Box & Jenkins 1976, 19). Var-
sinaiset parhaat mahdolliset mallin kertoimet saadaan iteraation seurauksena, joko minimoi-
den mallin ja varsinaisen datan valistda pieninta neliGsummaa tai maksimoiden todenna-
koisyysfunktiota (likelihood function). Taman tyon lahestymistapa perustuu pienimman ne-

liGssumman minimoimiseen.

2.2 Viiveoperaattori

ARIMA-mallien kohdalla, malli on monesti esitetty muodossa, jossa on kaytetty viiveoperaat-
toria B (backshift operator), tunnettu myos L (lag operator). Viiveoperaattori helpottaa huo-
mattavasti mallin esittdmistd kaava muodossa ja on ylipdataan valttamaton kaavaa johdetta-
essa. Viiveoperaattorin tarkoituksena on ettd, mittapistetta yksi ajanhetki sitten voidaan mer-

kita viivytettyina mittapisteens,

S¢_, = BS, (1)



jolloin yleisesti ottaen mittapiste n ajanhetkea sitten on,
St-n = B"S; (2)

koska jos ajatellaan etta viiveoperaattori B siirtyy yhden mittapisteen taaksepain, n kappaletta
viiveoperaattoreita siirtyy n mittapistetta taaksepain, jolloin kun n kappaletta viiveoperaatto-

reita kerrotaan keskenaan, saadaan luonnollisesti viiveoperaattorin B n:s potenssi B".

Viiveoperaattoria voidaan myds hyodyntaa vektoreille. Kun ajatellaan, etta vektori S sisaltaa
kaikki jo mitatut datapisteet, tallin viiveoperaattorin kdyttd muodostaa kertaalleen viivaste-
tyn datavektorin BS, joka siirtaa kaikki datavektorin S mittapisteet yhden ajanhetken taakse-
pdin, siten etta vektori BS alkaa vasta datavektorin S toisesta mittapisteestd ja saa viimeiseksi

alkion arvokseen 0.

St St-1
S =|St-1]|, niin BS = Ist_zl (3)
St—2 0

Vektorin S ensimmadinen alkio s: vastaa vektorin BS ensimmaista alkiota st.1, St-1 vastaa s:», jol-
loin vektorin S alkiolle st vastine vektorista BS on 0. Jos vektoreiden valista vaihtelua halutaan
tutkia, joudutaan ne tasaamaan. Tasauksessa vektoreiden lopusta joudutaan jattamaan alki-
oita tarkastelun ulkopuolelle, siten ettd vain alkiot, joilta I6ytyy vastinpari, joka vastaa jotakin
alkuperaisen datavektorin mittapistetta pidetdan tarkastelussa. Eli, jos vastinpariksi jdisi aino-
astaan luotu 0 arvo, alkiot jatetdaan tarkastelussa huomiotta. Edelld olleessa tapauksessa, ha-
lutessa tasata vektorit niiden valista tarkastelua varten, jouduttaisiin molemmista vektoreista

hylata viimeiset alkiot,

s=| St |, Bs = [SH] (4)

St—1 St—2

Toinen viiveoperaattorista saatava hyoty on mallin maarittelyssa mallin kaavaa johdettaessa.
Jos otetaan esimerkiksi kasittelyyn SARIMA(1,0,0)(1,0,0)12, olisi mallin AR(1) ja SAR(1) vélinen

vaikutus,



(1-¢:B)(1— ®,B')S, = & (5)

niiden keskindiseen viivastettyyn datapisteeseen haastavaa havainnoida ilman B potenssien

laskusaantoja,

(1-¢B— @1312 - ¢1¢1Bl+12)5t =&
jolloin

St — 1St-1 — P1St—12—P1P1St-13 = & (6)
2.3 AR-malli

Autoregressiivisessa mallissa selitetddn tulevaisuuden estimoitavia havaintoarvoja mennei-
syyden jo tapahtuneilla havaintoarvoilla. Autoregressiivisen mallin huomioon otettavat mah-
dolliset eri asteluvut p, seka kausittaisen komponentin asteluku P, saadaan selville osittaiskor-
relaatiokuvaajista (PACF; partial autocorrelation function), (Box & Jenkins 1976, 185; Shirvani,
Nazemosadat et al. 2015) jotka pohjautuvat aikasarjan mittapisteiden valisiin osittaiskorrelaa-
tioihin, eli siihen kuinka hyvin yksi mittapiste selittdaa toista mittapistetta suoraan, jattaen huo-

miotta kaiken muista mittapisteista johtuvan valillisen vaihtelun.

Laskettavan periodin mittapiste voidaan maaritella edellisten periodien mittapisteiden avulla

kaavalla (Box & Jenkins 1976, 53),

Se=¢o+ P1Se—1+ -+ PpSi—p + & (7)

jossa ¢ ovat vakio kertoimia, S, on mittapiste ajanhetkelld t, jolloin S;_,, on mittapiste p ajan-
hetkea sitten, jotka malliin halutaan sisallyttada mukaan. &; on virhetermi ajanhetkella t, eli
kyseisen ajanhetken virhetermi. Virhetermin &;, mallin ollessa onnistunut, tulisi sen kasittaa
ainoastaan mittauksista johtuva kohina, eika sita taten pystyta laskennallisesti maarittamaan

ennen kuin kyseinen ajanhetki on jo tapahtunut.



2.3.1 ¢p-kertoimien maarittdminen

Autoregressiivistd mallia pystytdan ajattelemaan viivastettyjen havaintoarvojen lineaarikom-
binaationa (Zarei, Moghimi 2019). Kun autoregressiivisen osan lausekkeen jarjestad matriisi

esitys muotoon,

Po
[0 BS - BPS] X (bl + e =[] (8)

Py

jossa O (ones) on pystyvektori, jossa on n-p kappaletta ykkosid, jossa n vastaa datan mittapis-
teiden maaraa ja p autoregressiivisen osan jarjestyslukua, BS on pystyvektori kertaalleen vii-
vastetysta datavektorista S, jolloin pystyvektori B°S muodostuu p kertaa viivastetysta datavek-
torista S. Kun vektorit ovat tasattu siten ettd vektori BS alkaa datavektorin S toisesta, vektori
BPS alkaa vektorin S p+1 alkiosta, datavektori S alkaa sen ensimmaisesta alkiosta ja kaikista
vektoreista on poistettu p kappaletta arvoja lopusta, jolloin kaikki luodut nolla-arvot poistuvat,

pystytdan ¢-arvot approksimoimaan ortogonaaliprojektion avulla (Van Le, Nishio 2015),

x =(AA)"txA'b
Po
X = (’bf , A

by

[0 BS - BPS]|, b=][S] (9)

kun virhetermin &; ajatellaan olevan mahdollisimman pieni Idhestyen nolla vektoria, muodos-
taen pienimman neliosumman henkisen ratkaisun ¢-arvoille. Ndin ollen mallin koostuessa
pelkdsta autoregressiivisesta osasta, ortogonaaliprojektiolla maaritetyt ¢-arvot ovat parhaat
mahdolliset ¢-arvot. ¢-arvoja ei pystyta laskemaan ortogonaaliprojektiolla, jos (A’A)? on sin-
gulaarinen, (Van Le, Nishio 2015). Tama kuitenkin tarkoittaisi sita, ettd kahden tai useamman
eri viiveilla viivastettyjen mittapisteiden vektoreiden taytyisi olla taysin samat, jolloin suurin

osa mitta-arvoista olisivat samoja arvoja.

Autoregressiivisen mallin ¢-kertoimet pystytaan laskemaan Yule-Walker:in yhtalén matrii-

siesitys muodossa myos autokorrelaatio matriisista (Box & Jenkins 1976, 189-190)



x =R r
1 T Ty_
b1 T 11 rf’ ' r.l
x=|i| R=["] e A (10)
¢ . . . . rp
p T‘p_l T‘p_lrl e 1

jossa rn on datavektorin S ja viivastetyn vektorin B"S autokovarianssin kerroin (Box & Jenkins

1976, 190, 243), eli

r, = S'B"S (11)
Autoregressiivisen osan malliin pystytaan lisédmaan myods kausittaisen vaihtelun autoregres-
siivinen osa SAR(P)m (seasonal autoregressive), asettamalla kausittaisen autoregressiivisen

osan viivistetyt pystyvektorit B™S ... B’™S osaksi mallia kausivaihtelun periodin pituudella m,

x = (A'A)" 1 x A'b

x=|¢p|, A=[0 BS -- BPS B™S .. BPmg|, b=][S] (12)

jolloin SAR-osan ®-kertoimet asetetaan malliin normaalin AR-osan ¢-kerrointen loppuun.
Vektorin B™S taytyy alkaa alkuperaisten datan mittapisteiden sisaltavan vektorin S m+1 alki-
osta, jolloin vektori BP™S alkaa datavektorin S Pm+1 mittapisteesta. Kaikki mallissa mukana

olevat pystyvektorit taytyy tasoittaa poistamalla niiden viimeiset Pm alkiota.

2.4 MA-malli

Liukuvan keskiarvon mallissa tulevaisuuden havaintoarvot muodostetaan lisadmalla aikaisem-
pien datapisteiden keskiarvoon viivastettyjen virhetermien painotetut arvot, jolloin lahtokoh-

taisena ajatuksena on, etta tulevaisuuden arvot tulevat jatkossakin vaihtelemaan keskiarvon
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molemmin puolin 8-painokertoimien mukaisesti. Laskettavan periodin mittapiste S; voidaan

maaritellad edellisten periodien mittapisteiden avulla kaavalla,

St = 60 + 918t_1 + 9281'—2 + -+ qut—q + 8t (13)

jossa 6 ovat vakiokertoimia, ja € on virhetermi ajanhetkella t, jolloin &;_, on virhetermi g

ajanhetkea sitten.

2.4.1 Virhetermien € muodostaminen

Virhetermi on yksinkertaista maarittdaa mallin rakennusvaiheessa, koska tiedetddan varmuu-
della datapisteiden jo toteutuneet havaintoarvot. Virhetermi muodostetaan tapahtuneen da-

tapisteen ja estimoidun mittapisteen vélisena erotuksena samalta ajanhetkelta

St_q = St—q - St—q (14)

jossa St on mitattu datapiste ja §t on estimoitu datapiste samalta ajanhetkelta milla tahansa
viiveen g arvolla. Virhetermi siis kertoo, kuinka paljon estimoitu mitta-arvo eroaa todellisesta

mitta-arvosta kyseiselld ajanhetkella.

2.4.2 @-kertoimien maarittadminen

Teoreettiset G-kertoimet saadaan MA(qg) prosessissa maariteltyd autokorrelaatiofunktion

(ACF) arvoista kaavalla,

-n
~On 3721 076 in
Th = T g2
1+Z]-=19,-

In<gq, -1<6,<1 (14)

jossa r, on autokorrelaatiofunktion h:s arvo (11) ja

7, =0 |n>q

ja

|I-1<6,<1 (15)
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kun kyse on MA(1)- tai SMA(1)n-prosessista (seasonal moving average), jossa r1 korvataan rm

(Box & Jenkins 1976, 57, 69-71, 187, 314-315).

2.5 Differenssi mallissa

Alkuperaisen datan epaonnistuessa tayttamaan mallin vaatimaa stationaarisuusehtoa (Box &
Jenkins 1976) taytyy joko malliin sisallyttaa stationaarisuuden kumoava komponentti tai alku-
perdisesta datasta on otettava jonkin asteen differenssi stationaarisuuden saavuttamiseksi jo
ennen mallin muodostamista. SARIMA-malleihin voidaan sisallyttda joko tavallinen differenssi

tai kausittainen differenssi. Tavallinen differenssi saadaan, kun malliin sisdllytetaan

(1-B)%s, (16)

komponentti, ja kausittainen differenssi sisallyttamalla

(1 - B)’™s, (17)

Komponentti (Box & Jenkins 1976, 88—105, 304—320), joissa d on laskettavan differenssin as-
teluku, D kausittaisen differenssin asteluku, m kausivaihtelun jaksonpituus, B merkitsee vii-
veoperaattoria ja S; on laskettava mittapiste ajanhetkelld t. Jos malliin on taytynyt sisallyttaa
differenssi tai alkuperdisesta datasta on otettu jonkin asteen differenssi, taytyy ennustetut
mittapisteet muistaa integroida kumoamalla muodostettu differenssi taman kdanteistoimin-
nolla, jotta lopullinen ennuste vastaisi todellisia alkuperaisida mitta-arvoja eika niiden valisia

muutoksia.

2.6 ARIMA-mallit

Peruskaava kaikille ARIMA(p,d,q)(P,D,Q)m malleille voidaan kirjoittaa muotoon (Box & Jenkins
1976, 305):

(1-¢yB—-—¢,B?)(1 - B)*(1 — &,B™ — --- — dp,,, B"™)(1 — B)P™S,
=(1-6,B—-—6,B1)(1—0,B™ — - —00uB™)e, | 0,00, Py, 0, =0
(18)
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jossa yleisesti B"S; = S;_,, ja B"&; = &;_p, eli B™ siirtaa mittapistetta S; tai virhetta &, n-pe-
riodia taaksepdin. Peruskaavasta pystytddan johtamaan mika tahansa kausittainen tai kaude-
ton ARIMA-malli merkitsemalla ylimaardiset komponentit nollalla, jolloin malli automaatti-

sesti sievenee itsestdan jattdaen ei tahdotut mallin ulkopuolelle.

2.7 lterointi

Iteraatiossa halutut parhaat mahdolliset mallin kerrointen arvot pyritdan 16ytdmaan approk-
simoimalla kokeellisesti mallin sovitetta eri kerrointen arvoilla yhden ja miinus yhden valilta.
Iteroinnissa pyritddan minimoimaan varsinaisten datapisteiden, seka mallin valisten approksi-

moitujen data pisteiden erotuksen valista pieninta nelicsummaa (RSS) (Zaiontz 2021),
a(Si = $)? (19)

jolloin malli olisi mahdollisimman ldhella alkuperaisia datapisteita (Box & Jenkins 1976, 210—
223), jolloin mallin sovite olisi optimaalinen ja kerrointen arvot samat kuin optimaalisessa mal-
lissa. Iteroinnin alku arvaukseksi kannattaa asettaa mallin kerrointen teoreettiset arvot, jotka
ovat monesti hyvin ldhellad todellisia parhaimman sovitteen antavia ARIMA-mallin kerrointen

arvoja (Box & Jenkins 1976, 19, 210-223).

3. Data ja metodologia

Tassa tutkimuksessa esimerkkidatana aikasarja mallien rakentamisessa ja testaamisessa kay-
tettiin Lappeenrannan lentokentdn sddhavaintoaseman mittaamaa ilmanlampétila dataa (lI-
matieteenlaitos 2021). Tutkimusaineiston data kattaa paivittdin kello 00:00 keratyt mittaha-
vaintoarvot 61 vuoden jaksolta aikavalilla 1.1.1960-31.12.2020. Tutkimusaineiston muokkaa-
miseen ja matemaattiseen tarkasteluun on kaytetty MATLAB-ohjelmistoa. Mallin rakentami-
seen kdytettiin ensimmaista 59 vuotta data ketjusta, jolloin varsinaisen ennusteen validiteetin
tarkasteluun jai 2 vuoden verran mittapisteitd. Seuraavassa esitetyn ARIMA-mallin koodi seka
kaytetty lampotiladata ovat saatavilla GitHubissa nimelld ”arima-code-for-temperaturedata-

set” (Liite 1).
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3.1. Datan esikasittely

Datasta puuttui joitakin yksittdisia havaintoarvoja, sekd vuosien 1995 ja 1996 vililtd dataa
puuttuu noin puolen vuoden edesta (Kuva 2). Koska ARIMA-mallit vaativat taydellisen yhta-
jaksoisen dataketjun, puuttuvat havaintoarvot paikattiin datasta. Yksittdisten tai muutamien
puuttuvien mittapisteiden kohdat olisi voinut luoda muodostamalla paikallisen ortogonaali-
projektion puuttuvien mittapisteiden tuntumaan ja taten maarittaa puuttuville mittapisteille
estimoidut korvaavat mitta-arvot. (Van Le H. & Nishio M. 2015) Suurempana ongelmana oli
kuitenkin edelld mainittu noin puolenvuoden puuttuvien mittapisteiden periodi (Kuva 2), jol-
loin jostain syysta sdadhavaintoasema ei selkedstikdan ole ollut kaytdssa. Tdaman ajanjakson
puuttuvat mittapisteet, kuten kaikki muutkin yksittaiset puuttuvat mittapisteet luotiin otta-
malla edellisen ja seuraavan vuoden vastaavien mitta-arvojen keskiarvo ja kayttamalla tata

uutena puutuvan mittapisteen mitta-arvona (Kuva 2).

Rakennettu sovite ei valttamatta ole paras mahdollinen. Koska luodut datapisteet ovat kes-
kiarvoistettuja, niiden valinen vaihtelu on pienempasg, jolloin luotujen mittapisteiden varianssi
ei vastaa muiden vastaavien periodien varianssia, vaan on pienempi. Taman ei kuitenkaan pi-
taisi haitata varsinaista mallin rakentamista, silla data kasittaa mittapisteita 61 vuoden ajalta,

jolloin luotu puolen vuoden periodi ei vaikuta juurikaan estimoitaviin parametreihin.

Alkuperdinen data
40

20 4 —

20 -

. \ \ \ \

x10*
Katkenneen kohdan korjaus
20 [—

o
=

e \ \ \ \ | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Korjattu data
40

20 —

-20 =

- \ \ \ \

x10*

Kuva 2: Paivittdisen datan esikatselu
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Kirjallisuuskatsauksen perusteella, aikaisempien tutkimusten pohjalta, data muokattiin vield
muotoon, jossa yksi datapiste vastaa yhden kuukauden lampétilojen keskiarvoa. Kuukausittai-
sen lampotiladatan kayttaminen on ollut aikaisemmissa tutkimuksissa paljon yleisempaa pai-
vittdiseen lampotiladataan ndhden. Kuukausittain vaihtelevasta datasta huomataan, etta alun
perin puuttuvien mittapisteiden tilalle luodut mittapisteet nayttadisivat sopivan silmamaarai-

sesti oikein hyvin kuukausittaiseen data sarjaan (Kuva 3).

Kuukausittainen korjaamaton data
[ I [ |
20

20 | | | I | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800

K ittail korjattu data

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Kuukausittainen korjattu data
20 - I [ 3

20 | | | I | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Kuva 3: Kuukausittaisen datan esikatselu

3.2. Mallin rakentaminen

Tutkimusaineistona kaytetty aikasarja on ajateltu koostuvan trendista (trend), kausittaisesta
osasta (seasonality) sekd kohinasta (white noise) (Bouznad, Guastaldi et al. 2020; Ye, Yang et
al. 2013). Lisaksi datasarja oletetaan olevan additiivinen (additive), jolloin aikasarja pystyttai-

siin ajattelemaan trendin, kausittaisen osan seka kohinan summana,

S = trend + seasonality + white noise (20)

jonka seurauksena aikasarjaan pystytdaan kayttamaan yksinkertaistettua dekomponointia (de-

composition) (Alsuhail & Kokkinen 2005), jossa aikasarjasta erotetaan trendi seka kausivaih-

telu ja jaljelle jaava kohina (Bouznad, Guastaldi et al. 2020; Ye, Yang et al. 2013), jota voidaan
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ajatella alkuperaisen aikasarjan stokastisena muotona (Ye, Yang et al. 2013), pyritdan mallin-

tamaan ARIMA sovitteella.

3.2.1. Trendin poistaminen

Data-aineistosta pystyttiin maarittelemaan loivasti nouseva trendisuora ortogonaaliprojekti-

olla,
x = (AA) 1 xAD (21)

jossa pystyvektori b on varsinaiset data pisteet, jolle projektio maaritetdaan, matriisissa A en-
simmainen vektorin b pituinen pystyvektori on tdynna ykkosia ja toinen pystyvektori kasittaa
vektorin b indeksin, (Zarei, Moghimi 2019). Varsinainen projektio trendin maarittamiseksi

muodostuu, kun matriisi A kerrotaan maaritetyilla kertoimilla x,
Ax = trend (22)

Suora nayttaisi sopivan silmamaarisesti melko hyvin dataan (Kuva 4), vaikka todellisuudessa
Lappeenrannan keskilampdtilan nousu tuskin noudattaa tdysin lineaarista suoraa, vaan hie-
man eksponentiaalisesti kasvavaa kdyraa. Suoran x-akselin leikkauspisteeksi saatiin noin 3 cel-

sius astetta, ja kulmakertoimeksi 0.0032.

Trendi
30—
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2 ! \ \ \ \ ! \ |
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20 T

20 — -
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Kuva 4: Trendin poistaminen
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3.2.2. Kausivaihtelun poistaminen

Kausivaihtelun jakson on odotettu olevan 12 kuukautta data aineiston muokatun version ka-
sittdessa kuukausien keskiarvoistettujen lampotilojen mittapisteet, (Kuva 5). Keskimaaraisen
kausivaihtelun periodi on saatu laskemalla kaikkien vastaavien kuukausien mittapisteiden kes-
kiarvo, eli esimerkiksi tammikuun mitta-arvo periodissa on saatu laskemalla kaikkien data-ai-
neiston tammikuiden mittapisteiden keskiarvo. Tavan ongelmana on, ettei se ota huomioon
sitd, ettd hyvin todenndkdisesti pitka ketjuisen datan periodin kausivaihtelu ei ole sama datan
alkupaassa verrattuna loppuun, koska data kasittaa mittapisteita niin pitkalta aikavalilta, jol-

loin mahdollisten muutosten todennakaoisyys lisaantyy.

- Datan kausivaihtelun jakso
T I

Kausivail sovite tr

dittémén datan péille

Kuva 5: Kausivaihtelun poisto

3.2.3. ARIMA(p.d,q)(P,D,Q)m sovite jaannodstermeihin

Kausivaihtelun poiston jalkeiset jadannostermit (residuals) (Kuva 6), joihin ARIMA-malli raken-
netaan, tayttivat ARIMA-mallin vaatiman stationaarisuus, ettd kadnnettavyys ehdot, (Box &
Jenkins 1976) MATLAB:in sisdanrakennetun Dickey-Fuller-testin (Augmented Dickey-Fuller-
test) hylatessa yksikkéjuuren olemassaolon vaihtoehtoisen mallin hyvaksi (MathWorks 2009).
Samaa tulosta puoltavat myds ACF seka PACF kuvaajat, (Kuva 7), joissa sekd autokorrelaatiot
ettd osittaisautokorrelaatiot laskevat hyvin nopeasti 0.05 merkitsevyysrajatason alle ja jatka-

vat vaihtelua negatiivisten seka positiivisten arvojen vililld, (Box & Jenkins 1976, 179-187).
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- Data trenditén kaudeton
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Kuva 6: Stokastisen aikasarjan esikatselu

Sample Partial Autocorrelation Function
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Kuva 7: ACF- ja PACF-kuvaajat

ACF seka PACF kuvaajista paateltyna, (Kuva 7) autoregressiivisen osan asteluku p saa joko ar-
von 0 tai 1 ja liukuvan keskiarvon asteluku g arvon 0 tai 1. ACF-kuvaajasta voidaan myo6s huo-
mata ettd 12. viivastetyn autokorrelaation arvo on yli merkitsevyysrajatason, joka tarkoittaisi

mahdollisen kausittaisen liukuvan keskiarvon sisallyttamisen malliin 12 kuukauden periodilla.
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Tieto, ettd kuukaudet vaihtelevat 12 kuukauden sykleissa, ja etenkin Suomessa, jossa eri kuu-
kausien lampotilat voivat erota huomattavasti toisistaan (Kuva 2, Kuva 3), puoltaisi ACF-ku-
vaajasta saatua pdatelmaa perdkkadisten vuosien vastaavien kuukausien vaikutuksesta tois-
tensa ennustettavuuteen. Nain ollen kausittaisen liukuvan keskiarvon asteluvun Q saa joko
arvon 0 tai 1, kun periodin pituus m on 12. Sopivin malli kohinan ennustamiseen tdssa tapauk-
sessa olisi joko ARMA(1,1), AR(1), MA(1), SARIMA(1,0,1)(0,0,1)12, SARIMA(1,0,0)(0,0,1)1> tai
SARIMA(0,0,1)(0,0,1)12 (Box & Jenkins 1976, 186).

Parhaaksi malliksi valikoitui SARIMA(0,0,1)(0,0,1)12,

(1 - ¢OBO)(1 — B)O(l _ ¢0B0*12)(1 _ B)0*12at
- (1 B HlB)(l o ®1B1*12)£t | Po, 90: q)o, 90 =0

jossa a: tarkoitetaan muodostuvan mallin datapistettd, joka merkkaa kohinan mallin mitta-

pistettad, josta kun sijoitetaan ja sievennetaan, kaava muuttuu muotoon,
a,=(1—-6,B—0,B2+0,0,B®)¢,
eli,

ar =& — 0161 — 01612 + 60,0113
jolloin varsinainen malli on,

a = —01&_1 — 01615 + 0,016 _13 (23)
koska periodin virhetermia ei pystyta tietdmaan ennen kuin mittapiste on jo tapahtunut. SA-
RIMA(0,0,1)(0,0,1)12 todettiin parhaaksi malliksi, koska malli antoi pienimman neliGsumman,
kun approksimoituja jddnndstermeja verrattiin alkuperaisiin jdanndstermeja. Iteraation seu-

rauksena 6 sai arvokseen -0.2609 ja © -0.0831, kun naiden teoreettisiksi mitta-arvoiksi, eli ite-

roinnin ldhtoarvoiksi saatiin -0.2660 ja -0.0908, kun
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-6
"= |, =0.2484, —-1<6<1 (24)

-0
le = r@z T12 = 0.0900, - 1 < G) < 1 (25)

Lopullinen malli saa siis muodon,
a; = 0.2609¢;_; + 0.0831¢&;_1, + 0.0217&;_13 (26)

Juuritettu keskimaarainen nelidity virhe (RMSE, root mean squared error) mallilla on 2.4154,

eikd malli ndyttaisi osuvan jaanndstermien dariarvoihin juuri ollenkaan (Kuva 8).

SARIMA(0,0,1)(0,0,1), , Sovite
10
T

alkuperéaiset residuaalit

approksimoidut residuaalit

(=1

1 | | | | 1 |
-15
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Kuva 8: Kohinan sovite

Varsinainen malli, (20) soveltuu melko hyvin alkuperdiseen dataan silmamaaraisesti (Kuva 9),
mutta se ei tavoita alkuperdisen datan aariarvoja, koska SARIMA(0,0,1)(0,0,1)12-malli ei pysty-

nyt tavoittamaan jadanndstermien dariarvoja riittavalla tarkkuudella.
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Mallin sovite

— alkuperdinen data
approksimoitu malli
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approksimoitu malli
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Kuva 9: Mallin sovite

3.3 Ennusteen rakentaminen

Mallin rakentamisessa on kaytetty yksinkertaistettua dekomponointia (Bouznad, Guastaldi et
al. 2020; Ye, Yang et al. 2013) (20), ja mallin on ajateltu olevan additiivinen. Taman seurauk-
sena tulevaisuuden ennuste on rakennettu kaanteisesti, liittamalla jo estimoidut mallin palat
(Bouznad, Guastaldi et al. 2020; Ye, Yang et al. 2013), ennusteessa yhteen, sovittaen trendi-
suora jatkumaan indeksiltdan myds tulevaisuuteen (22), sekd ennustaessa jdannostermeja

ARIMA(0,0,1)(0,0,1)12-mallilla (26).

Box & Jenkins (1976, 309) mukaan ARIMA ennusteita voidaan pitaa teoreettisesti luotettavina
aivan maksimissaan niiden parametrien lukumaaran verran. SARIMA(0,0,1)(0,0,1)1. tapauk-
sessa malli tarjoaisi luotettavan ennusteen maksimissaan 13 ennustetun jaanndstermin pis-
teen verran, mutta kuten kohinan SARIMA(0,0,1)(0,0,1)12-sovitteesta ndahdaan, malli kuolee
(dampening) melko nopeasti. Kun malli ei pddse paivittdmaan itsedan, virhetermit, joista seka
liukuva keskiarvo etta kausittainen liukuva keskiarvo lasketaan ovat nollia, jolloin voidaan huo-
mata my0Os ennustettavien jaannodstermien ldhestyvan nollaa, (Kuva 10). Ennusteessa ensim-
maisena 13 tarvittavana virhetermina on kaytetty alkuperdisen datan, sekad luodun mallin va-

lisia 13 viimeista virhetermia.
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Kuva 10: Kohinan ennuste
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Varsinaisen ennuste ei osu kovin hyvin vuosien 2019 ja 2020 datapisteisiin, (Kuva 11). Ennus-

teen juuritettu keskimaarainen nelidity virhe (RMSE) saadaan 2.6767, joka on noin 11 % suu-

rempi kuin mallin juuritettu keskimaarainen nelidity virhe. Kun verrataan vuosien 2018 ja 2019

valista talvea, voidaan todeta, ettd vuosien 2019 ja 2020 valinen talvi on ollut harvinaisen leuto

(Kuva 12), joka voidaan todeta myds ilmatieteenlaitoksen jaatalvi-raportista (Vainio, 2021), ja

20

Ennustettu lampétila vuosille 2019-2020
T

on ndin ollen ollut omiaan aiheuttamaan selkedn mitta eron ennusteen ja tapahtuneen valilla.

todellinen Iampétila vaihtelu
ennustettu |Idmpotila vaihtelu

Kuva 11: Mallin ennuste
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Talvien 2018-2019 ja 2019-2020 vertailu

talvi 2018-2019
talvi 2019-2020

20 —

Kuva 12: Talvien 2018-2019 ja 2019-2020 vertailu

4. Tulokset

Tyo6 kavi lapi ARIMA-mallien yleisen muodostamisen pintapuolisesti, maaritti tarvittavat ker-
toimet, jotka laskettiin auki esimerkkidatan avulla ja pohti lasketun mallin pohjalta muodos-
tetun ennusteen tarkkuutta ja sen luotettavuuden pituutta, niin kuin alun perin oli tarkoitus-
kin. Tutkimus onnistui I6ytamaan vastauksen kumpaankin esitettyyn tutkimuskysymykseen,
vaikka varsinainen malli ei onnistunut ennustamaan vuosien 2019 ja 2020 keskilampétiloja

niin hyvin kuin olisi ehka toivottu.

4.1 Tutkimuskysymyksiin vastaaminen

RQ1: “Kuinka ARIMA-mallin matemaattisen esitysmuodon tarvitsemat kertoimet saadaan

mdidiriteltyd datasta?”

ARIMA-mallien kertoimien ratkaisemisen osalta yleisesti jarkevin ratkaisu on iterointi, jota voi-
daan nopeuttaa laskemalla kertoimille teoreettiset arvot, jotka ovat monesti melko ldhelld
iteroinnilla saaduista parhaista arvoista. Mallin itsensa toimintaperiaate perustuu aikasarjan

stokastisen muodon mallintamiseen ja ennustamiseen, sen aikaisempien arvojen (AR), seka
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mallin ja varsinaisten datapisteiden vélisen jdannostermien aikaisempien arvojen (MA) poh-
jalta. Malliin saadaan sisallytettya tarvittaessa samalla periaatteella myos kausittaiset kom-
ponentit, jotka madrittelevat mallin ennustettavuutta aikaisempien periodien tapahtumien
perusteella. Ennusteen voidaan teoreettisesti olettaa luotettavaksi sen parametrien lukumaa-
ran verran, jolloin teoreettisesti ARIMA-mallilla ennustettavia mittapisteita voidaan pitaa luo-
tettavana p + g + Pm + Qm kappaleen verran (Box & Jenkins 1976, 309), joka ei yleensa vastaa

ihan taysin todellisuutta.

5.2 RQ2: “Kuinka ARIMA-mallit soveltuvat ldmpétiladatan tutkimiseen ja millainen on limatie-
teenlaitoksen Lappeenrannan lentokentdltéd kerdtyn ilmanlimpé case-aineiston paras stokas-

tisen sarjan ARIMA-sovite valitulle aikavdilille?”

Kirjallisuuskatsauksen pohjalta voidaan sanoa, etta ARIMA-sovitteita kaytetaan yleisesti myos
[ampaotiladatan tutkimiseen monien muiden aikasarjojen mallintamisen ohella. Siihen onko
ARIMA-malli paras kaytetty malli lampotiladatan tutkimisessa, tassa tutkimuksessa ei oteta
kantaa muuten kuin toteamalla, etta ainakaan tutkimuksessa kdytettyyn case-aineistoon ra-
kennettu aikasarja sovite ei varmastikaan ole paras mahdollinen. Yleisesti, kuten myos taman
tutkimuksen data muokattiin, ARIMA-malleja ja ndista rakennettuja hybridi malleja, on 1aht6-
kohtaisesti kdytetty kuukausien keskilampotilojen ennustamiseen kiitettavin tuloksin, mutta
[6ytyy myos tutkimuksia, jossa ARIMA pohjaisia malleja on kaytetty vuorokauden keskilampo-

tilojen ennusteina.

Case-aineiston parhaaksi stokastiseksi ARIMA sovitteeksi saatiin pienintdaneliosummaa mini-
moimalla SARIMA(0,0,1)(0,0,1)12-malli. Sovite ei valitettavasti kyennyt ennustamaan poik-
keuksellisen leutoa talvea, jonka seurauksena sovitetta ei kyetd mieltamaan parhaaksi mah-
dolliseksi malliksi. Alkuperdiseen datasarjaan olisi saattanut sopia paremmin suora SARIMA-
sovite jattden pois dekomponointia hyddyntaneen deterministisen osan, maarittden myos ta-

man yhdessa SARIMA-mallissa.
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4.2 Tutkimuksen rajoitteet ja jatkotutkimusaiheita

Tutkimuksen suurimpana rajoitteena voidaan pitaa aikasarjoille tyypillisen tilastollisen merkit-
tavyyden tarkastelua. Tama tutkimus ei ota kantaa siihen, onko jokin maaritetyista paramet-
reista tilastollisesti merkitseva, eli eroaako se merkittavasti nollasta, vai ei. Toisena rajoitteena
mallin matemaattisessa taustassa voidaan pitda stationaarisuusehdon tarkastelua. Esimerkki
mallin sovitteessa data on stationaarinen, mutta sita ei ole todistettu teoreettisesti, eika las-
kettu itse auki, vaan tassa tutkimuksessa on tyydytty kuittaamaan stationaarisuusehdon tayt-
tyminen viittaamalla MATLAB:in sisdan rakennettuun Dickey-Fuller-testiin (MathWorks 2009).
Tutkimuksessa stationaarisuus paadyttiin todistamaan melko kevyesti soveltavien ARIMA-
malleja kayttavien tutkimusten selittdessa stationaarisuusehdon tayttymista teoreettisesti kii-

tettavasti.

Taman tutkimuksen tarkastellessa ARIMA-mallien parametrien maarittamista niiden teoreet-
tisen muodostamisen ja iteroinnin pohjalta, voisi jatko tutkimus mallin matemaattisen taus-
toittamisen osalta keskittyd parametrien ratkaisuun differentiaaliyhtaléiden pohjalta. My0s
luottamusvalien (confidence interval), seka stationaarisuuden osoittaminen ja laskeminen voi-
sivat olla matemaattisen taustan osalta jatkotutkimusaiheita. lImanlampdétiladataan raken-
nettavan mallin osalta jatkotutkimuskohteita voisi olla Suomen ilmanlampétila dataan sovi-
tettavien mallien rakentaminen pidemmalla aikavalilla, silla kaikissa taman tutkimuksen poh-
jana kaytetyissa tutkimuksissa lampotiladata naytti olevan melko tasajakautunutta, ilman suu-
ria periodien valisia adriarvojen eroja, jotka taas Lappeenrannan lentokentadn tuottamissa saa

havaintoarvoissa olivat merkittavia pahimmillaan jopa liki parikymmenta astetta.
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Liitteet

Liite 1: Tyossa rakennettu malli seka rakentamiseen kaytetty data

https://github.com/AndroidAPa/ARIMA-CODE-FOR-TEMPERATUREDATASET.git
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