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Téassé lisensiaatintydssa késitelladn sekaelementtien sovellusmahdollisuuksia absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelméssa. Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmd on
uudentyyppinen  ldhestymistapa  elementtimenetelmdn  elementtien  koordinaattien
méaérittdmiseksi ja sen yhtend tavoitteena on tehostaa suuria siirtymid tai Kiertymié
sisaltavien elementtien laskentatehokkuutta. Tassa tyossa absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmé esitellédn paépiirteittdin  sekd annetaan esimerkkeja
muutamista tyypillisimmistd elementeistd lausuttuna edelld mainittujen koordinaattien
perusteella.

Sekaelementeiksi kutsutaan elementtityyppejd, missa tuntemattomien muuttujien joukkoja
on aina enemman kuin yksi. Sekaelementit erottavat redusoitumattomista elementeista
siirtymakentan siséltyminen muuttujaryhméan ja hybridielementeistd muuttujien identtiset
ulottuvuudet. Sekaelementteja kaytetaan esimerkiksi kokoonpuristumattomien materiaalien
rakenneanalyyseissd, alentamaan elementiltd vaadittavia jatkuvuusehtoja tai mallintamaan
ilmioitad, missd fysikaaliset ominaisuudet ovat jostain syystd voimakkaasti toisistaan
riippuvaisia.

Téaman lisensiaatintydon  kirjoittamiseksi  on tehty tutkimusta sekaelementtien
mahdollisuuksista toimia absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméssa. Tutkimuksen
tuloksena on saatu aikaan kaksi t&ssd tyossa esiteltdvad, varsin rajatun toimintakyvyn
omaavaa sekaelementtityyppid, joiden siirtymadkentdt on madritelty globaalien
koordinaattien suhteen sisaltden my6s orientaatiotermit. Tutkimusaihe vaatii kuitenkin vield
paljon lisatyotd, ennen kuin sekaelementtityyppeja voidaan kauttaaltaan soveltaa
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmaélla toteutetuissa rakenneanalyyseissa.
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This thesis investigates a mixed finite element formulation based on the absolute nodal
coordinate formulation, a relatively new approach that adds orientation terms making it
possible to orient the coordinate system of a finite element with respect to the global frame
of reference. The most important benefit is that it results in reliable finite elements that are
capable of accommodating large rotations or deformations. The thesis gives a general
presentation of the absolute nodal coordinate formulation and offers some examples of the
finite elements.

Mixed finite elements belong to a special group of elements having more than one unknown
variable. They differ from irreducible finite elements in that the displacement field is always
included in mixed finite elements. They differ from hybrid elements in that the dimensions
of their variables are always equal in level. Mixed finite element formulations can be used
when incompressible materials are investigated, continuous requirements of the element are
reduced, or there is a difficult interconnection of physical phenomena.

The work described here begins with an investigation into how mixed finite elements can
best be attached based on the absolute nodal coordinate formulation. It continues with two
types of mixed finite elements being attached to the absolute nodal coordinate formulation
and being tested with a number of example numerical analyses. The examples reveal that
more research work and investigation will be needed before mixed finite elements can be
applied in a straightforward and direct manner in the absolute nodal coordinate formulation.
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1. Johdanto

Insindoritieteissa sovelletaan paljon erityyppisid rakenneanalyyseja (Gere ym., 1990; Craig
ym., 2006; Garcia de Jalén ym., 1994) tarkoituksena simuloida suunniteltuja tai jo olemassa
olevia systeemejd. Tietotekniikan kehittymisen myo6td tastd virtuaalisuunnitteluksi
kutsutusta tieteenhaarasta on tullut jatkuvasti keskeisempi menetelmékokonaisuus, minka
avulla tehostetaan monissa tapauksissa merkittavalla tavalla esimerkiksi kokonaista
tuotekehitysprosessia. Tamén kehityskulun seurauksena suunnitteluty® toteutetaan usein
ldhes kokonaisuudessaan tietokoneavusteisesti sisaltden myos lukuisat suunniteltavalle
kohteelle tehtavat rakenne- tai muun tyyppiset analyysit. Suunnittelumalleja k&ytetddn myos
CNC-koneiden ohjaukseen, jolloin virtuaalisuunnittelusta on sellaisenaan hyotya myos

valmistusprosessissa.

Rakenneanalyyseja tehtdessa on usein tarkoituksena tarkastella tutkimuksen kohteena olevan
systeemin kayttaytymistd haluttujen ominaisuuksien, voimien ja muiden fysikaalisten
ilmididen vaikutuksen alla, tarkoituksena tehdd johtop&atoksia systeemin soveltuvuudesta
kyseisiin olosuhteisiin. Tadmankaltaisella soveltuvuustarkastelulla voidaan tarkoittaa joko
taysin uuden, vield suunnittelupdydalla olevan systeemin ominaisuuksien tarkastelua tai
vaihtoehtoisesti jo olemassa olevan systeemin siséltdmien osien tai ominaisuuksien

toimintaa niin normaalisti vallitsevissa olosuhteissa kuin erikoistilanteissakin.

Rakenteiden analysointi voidaan toteuttaa tutkimusongelmasta riippuen monilla eri
ldhestymistavoilla. Esimerkiksi koneenrakennustekniikassa aiemmin, konerakenteiden
ollessa huomattavasti nykyista yksinkertaisempia, laskettiin komponenttien ominaisuuksia
yleenséd komponenttikohtaisesti, usein soveltaen klassisen lujuusopin analyyttisia ja
differentiaalisia yhtéloita (Gere ym., 1990; Craig ym. 2006). Nama laskentamallit
kehittyivéat 1700- ja 1800-lukujen aikana perustuen Newtonin klassiseen mekaniikkaan seka
muun muassa Cauchyn ja Poissonin tyohon materiaaliominaisuuksien matemaattisen
mallinnuksen  parissa. Tatd aiemmin suunnittelutyd perustui  hyvin pitkalle
kokemusperaiseen tietoon rakenteiden ja materiaalien kuormituskayttaytymisesté erilaisissa
olosuhteissa. Erityisesti koneenrakennustekniikassa yhtend merkittdvana edistysaskeleena
olivat Wohlerin tutkimukset rautatiekaluston akseleiden vasymisestd, minkd seurauksena
rakenteiden analysoinnissa alettiin huomioida my6s kuormitushistoria, jolloin monet

alemmin selittdmattomat vauriot voitiin ehkaisté jo suunnittelupoydalla.



Klassisen lujuusopin soveltamisen selkednéd haasteena ovat kuitenkin muodoltaan tai muilta
ominaisuuksiltaan monimutkaiset rakenteet (Gere ym., 1990; Hakala, 1986). Alun perin
tamantyyppisia ongelmia tuli vastaan muun muassa moottoritekniikassa, seké erityisesti
ilma-alusten kehitystydssé, missd yhtend tarkedna tarkastelukokonaisuutena on ilma-aluksen
runkorakenteen aerodynamiikka ja kestdvyys. Ndihin haasteisiin vastatakseen Hrennikoff
(1941) ja Courant (1943) esittelivat uudenlaisen ldhestymistavan, missa tarkasteltavana
olevan systeemin ominaisuuksia maarittdvéan jatkuvan funktion arvojoukkoa diskretisoidaan,

eli paloitellaan &arellisiin tarkasteluvéleihin k&yttden valittua jakovalid, eli verkkoa.

Hrennikoffin ja Courantin esittelemd idea on nimetty sittemmin darellisten elementtien
menetelméksi (Hakala, 1986; Bathe, 1996; Cook ym., 2001; Zienkiewicz ym., 2000a). Tama
rakenneanalyyttinen l&hestymistapa perustuu osittain Rayleigh-Ritzin teoriaan (Bremer,
2008), missa systeemid mallintavien kantafunktioiden joukosta valittu tuntemattomien
muuttujien suhteen diskretoitu lineaarikombinaatio sijoitetaan ratkaistavaa ongelmaa
parhaiten mallintavaan funktionaaliin. Sijoituksen jalkeen funktionaalin &&riarvoja
approksimoidaan tuntemattomien diskreettien muuttujien suhteen. Toinen merkittava
elementtimenetelm&an vaikuttanut teoria on Galerkinin (Zienkiewicz ym. 2000a) esittelema,
samankantaisiin painofunktioihin perustuva lahestymistapa osittaisdifferentiaaliyhtaldiden
tehokkaaksi ratkaisemiseksi. 1900-luvun jéalkipuoliskolla nopeasti kehittyneen tietotekniikan
mahdollistaessa ~ merkittdvasti ~ tehokkaammat ~ numeeriset  analyysit,  kehittyi

elementtimenetelmé&std kaupalliseen kayttoon kelpaavia sovelluksia 1970-lukuun mennessé.

Elementtimenetelmalla on mahdollista simuloida mya0s mallinnettavien
monikappalesysteemien dynamiikkaa (Géraldin ym., 2001; Shabana, 2010), mutta t&hén
tarkoitukseen se ei kuitenkaan aina ole tehokkain mahdollinen lahestymistapa (Schiehlen,
1997; Shabana, 1997b). Asia korostuu erityisesti simuloitaessa erittdin jaykkien kappaleiden
dynaamisia systeemejd, missa elementtimenetelmd voi aiheuttaa tuloksiin litkaa numeerista
epatarkkuutta ja on usein myos laskennallisesti tarpeettoman raskas. My0ds reunaehtojen
asettaminen jaykkien kappaleiden dynaamisia, usein erityyppisid nivelid sisaltavia
systeemeja ajatellen voi olla tapauksesta riippuen monimutkaista ja hankalasti toteutettavaa
(Shabana, 2010). Naiden haasteiden ratkaisemiseksi on dynamiikan mallintamiseen
omaksuttu yleensd toinen, monikappaledynamiikaksi (Schiehlen, 1997; Shabana, 1997b;
Shabana, 2010) kutsuttu I&hestymistapa.



Monikappaledynamiikka on laaja teoriakokonaisuus, mikd on alun perin kehitetty jaykkien
kappaleiden fysiikan simulointiin, mutta sittemmin kyseistd teoriajoukkoa on laajennettu
mahdollistamaan myds muun muassa joustavuuden mallintaminen (Garcia de Jalon ym.,
1994; Géraldin ym., 2001; Bremer, 2008; Shabana, 2010). Monikappaledynamiikan
teoreettisen perustan ovat alun perin luoneet Newtonin klassinen fysiikka ja Eulerin
menetelmét systeemin rajoitteiden ja nivelien madrittelemiseksi. Myohemmin d’Alembert
(1743) esitteli monikappaledynamiikassa keskeisen virtuaalisen tyon teorian ja Lagrange
(1788) edelleen k&aytossa olevan ratkaisumallin rajoitetun systeemin dynamiikan
laskemiseksi. Taman jalkeen monikappaledynamiikan teoriakokonaisuutta on kehitetty ja
taydennetty useaan otteeseen sisallyttdméalla sithen muun muassa ominaisuuksiltaan erilaisia
rajoitteiden madrittelymenetelmid (Shabana, 2010), kontaktimallinnustyokaluja (Garcia de
Jalén ym., 1994), joustavuuden mallinnusta, erilaisia integrointimenetelmia (Géraldin ym.,
2001; Garcia de Jalon ym., 1994), seka lukuisia koordinaattisysteemeja (Garcia de Jalén
ym., 1994). 1980-luvulle tultaessa monikappaledynamiikasta on tullut keskeinen

dynamiikan analysointimenetelma myos kaupallisissa ohjelmistoissa.

Ajateltaessa sekd elementtimenetelman ett4d monikappaledynamiikan teoriakokonaisuuksille
sovelluskohteiden asettamia vaatimuksia, voitaisiin listaa helposti kasvattaa loputtomiin.
Myds keskeisimmistd vaatimuksista voidaan kiistelld (Géraldin ym., 2001; Garcia de Jalon

ym., 1994; Wriggers, 2008), mutta muutamat tarke&t ominaisuudet voitaneen listata taten:

Elementtimenetelméa Monikappaledynamiikka
* Lukkiutumattomuus * Rajoitteet ja reunaehdot
* Taivutustarkkuus * Nivelet ja liitokset

Verkosta riippumaton laskentatarkkuus Joustavuus ja muodonmuutokset

Elementtiyhtaldiden yksinkertaisuus Kiertymien dynamiikka

Laskentatehokkuus

Dynamiikkayhtaloiden yksinkertaisuus

Laskentatehokkuus

Osin namé& vaatimukset ovat yhtenevid, kuten on laita esimerkiksi laskentatehokkuuden ja
yhtéloiden numeerisen ratkaistavuuden suhteen. Verkosta riippuvat tekijat ja
lukkiutumisilmié ovat elementtimenetelmdn ongelmia siind missd kiertymien ja
erityyppisten nivelrajoitteiden madrittdminen painottuu enemman

monikappaledynamiikkaan.



Puhuttaessa monikappaledynamiikasta ja elementtimenetelmédstd on kuitenkin syytd
huomata, ettd osa tieteentekijoista katsoo elementtimenetelmdn olevan nykydan osa
monikappaledynamiikan teoriakokonaisuutta (Shabana, 2010; Géraldin ym., 2001,
Wriggers, 2008). Tama nakemys ei kuitenkaan ole kauttaaltaan hyvaksytty johtuen osittain
molempien menetelmien nopeasta kehittymisesté viime vuosikymmenind sek& molempien
teorioiden kehityshistorian erilaisuudesta. Lisaksi ndiden teorioiden kayttotarkoituksessa ja
sovellettavuudessa on myds merkittavid eroavuuksia. Tdméan vuoksi elementtimenetelmaa
usein tarkastellaan edelleen my6s omana teoriakokonaisuutena (Cook ym., 2001; Castersen
ym. 2009; Zienkiewicz ym., 2000a, Zienkiewicz ym., 2000Db).

Kappaleen joustavuuden menestyksekas mallintaminen (Craig ym., 2006; Géraldin ym.,
2001;) on teollisuuden ja tieteen tarpeita ajatellen usein vahintdan yhté térked asia, kuin
systeemin dynamiikan mallinnus tarkoituksenmukaisella tarkkuudella (Garcia de Jalén ym.,
1994). Téa&mia vaatimus on myods yhtendinen niin elementtimenetelmalle kuin
monikappaledynamiikallekin riippumatta siitd, halutaanko ne katsoa kuuluvaksi samaan
teoriakokonaisuuteen vai ei. Esimerkiksi kokoonpanorobottien kehitystydssa taméa vaatimus
tulee usein esille, kun suunniteltavan robotin nivelvarsien dynamiikkaan vaikuttavat yht&
lailla k&yttolaitteiden tuottamat toivotut liikkeet ja niistd aiheutuva dynaaminen kohina, seké
yhtd lailla my0s robotin komponenttien joustot ja niistd usein seuraavat vardhtelyt
(Hoekstra, 1986). Joustavuuden mallintamiseen on olemassa lukuisia eri lahestymistapoja,
joita ovat esimerkiksi kelluvan koordinaatiston menetelmé, keskittyneiden massojen teoria

(Shabana, 2010) ja Craig-Bampton-muotoihin perustuva lahestymistapa (Craig ym., 2006).

Joustavuuden mallintaminen kelluvan koordinaatiston menetelméllda perustuu kahden
erityyppisen koordinaattijoukon soveltamiseen (Shabana, 2010). Toinen koordinaattijoukko
madrittdd kappaleen sijainnin ja orientaation kappaleen oman referenssikoordinaatiston
suhteen, ja vastaavasti toinen koordinaattijoukoista taas ndissé valituissa pisteissa
tapahtuneen poikkeaman, eli siis kdytannossa kappaleessa tapahtuneen muodonmuutoksen.
Néiden koordinaattijoukkojen summavektorit lausutaan globaalin sijaintinsa suhteen
madrittamalla kappaleen lokaalin koordinaatiston origon sijainti, ja orientaationsa suhteen
kayttden esimerkiksi Eulerin kulmiin, parametreihin tai Rodriquesin yht&loén perustuvaa
kiertomatriisia (Géraldin ym., 2001; Shabana, 2010).



Kelluvan koordinaatiston menetelmé ei kuitenkaan ole tehokas, mikéli tarkoituksena on
mallintaa suuria muodonmuutoksia sisaltavia systeemeja (Shabana, 2010). Tahén ongelmaan
on viimeisten 15 vuoden aikana etsitty ratkaisua absoluuttisten solmukoordinaattien
menetelmastd, joka on kehitetty alun perin Shabanan (1996, 1997a) tutkimuksen tuloksena
simuloimaan erityisesti systeemejé, missé elementtikohtaiset muodonmuutokset ja kiertymat
voivat olla poikkeuksellisen suuria. Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelma perustuu
osittain muun muassa teoriaan suurten kiertymien mallintamisesta asemavektorein
(Shabana, 2010), missd absoluuttisten solmukoordinaattien tapaan elementin
solmukoordinaatit  lausutaan globaalin  koordinaatiston origon suhteen. Tdss&
l&hestymistavassa solmujen orientaatio maaritetdan pienten, virtuaalisten kiertymien avulla,
minkd seurauksena singulaarisuusongelmat ovat tavallisia (Géraldin ym. 2001; Garcia de
Jalébn ym., 1994; Shabana, 2010). N&mé& ongelmat ilmenevat usein erityisesti
palkkielementtien tapauksessa leikkausmuodonmuutosten ollessa lausuttuna Serret-Frenet-
koordinaatiston (Serret, 1851; Frenet, 1852) avulla. Toisaalta on kuitenkin my6s havaittu,
ettd myds Euler-Bernoullin elementti voi usein olla taipuvainen singulaarisuuteen (Shabana,
2010). Singulaarisuusongelmat ovat yksi keskeinen syy siihen, minkd vuoksi mainitun

l&hestymistavan soveltaminen on harvinaista.

Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméssa sek& elementin solmujen sijainti ettd
niiden orientaatio lausutaan globaalin origon suhteen siten, ett4 solmukohtainen orientaatio
madritelldan kyseisen solmun asemavektorin komponenttien osittaisderivaatoin globaalien
koordinaattiakseleiden suhteen (Shabana, 1996). Toisin sanoen, tdssd siis lasketaan
muotofunktioiden kulmakertoimia globaalin koordinaatiston suhteen akselikohtaisesti.
Taman lahestymistavan ansiosta ei solmujen orientaatioiden madrittelemiseksi tarvita
virtuaalisia Kiertymid (Géraldin ym. 2001; Garcia de Jalon ym., 1994), jolloin niihin
liittyneistd singulaarisuusongelmista péastaan eroon (Shabana, 1996; Shabana, 1997a).
Absoluuttisten  solmukoordinaattien  menetelméssd  jokainen  solmu saa  siis
asemakoordinaattiensa lisaksi lukuisia orientaatiokoordinaatteja, joiden maaréan vaikuttavat
valittu koordinaatisto ulottuvuuksineen sek& haluttu tarkkuus orientaation suhteen. T&ysin
parametrisoitu elementti sisaltdd orientaatiot kaikkien koordinaattiakseleiden suhteen, tosin
sovelluskohteesta riippuen tata lausuntatapaa ei kuitenkaan aina kaytetd. Esimerkiksi laatat

ja palkit siséltavat usein poikkeuksia.



Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelman esittelyn jalkeen tat4 lahestymistapaa on
tdydennetty muun muassa lausumalla lukuisia eri elementtityyppeja absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmalld, tutkittu voimien ja momenttien laskentaa ja mallinnusta
kyseisessa koordinaatistossa seka perehdytty menetelman yleiseen sovelluskelpoisuuteen
(Shabana, 1997a; Schiehlen, 1997; Schiehlen, 2006). Toistaiseksi absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmélld on esitelty muun muassa erityyppisia palkkielementteja
perustuen Euler-Bernoullin  ja Timoshenkon palkkiteorioihin  (Omar ym., 2001;
Dmitrochenko ym., 2003; Iwai ym., 2003; Dufva ym., 2004; Dufva ym., 2005). Myds
Kirchoffin ja Reissner-Mindlinin laattatyypit (Dufva ym., 2005; Mikkola ym., 2003;
Mikkola ym., 2006), seka kuori- ja viivaelementteja on tutkittu (Mikkola ym., 2004;
Kerkkdnen ym., 2006). Voimien ja momenttien mallinnuksesta ovat tehneet tutkimusta
muun muassa Escalona ym. (1998), Berzeri ym. (2000), sek& Mikkola ym. (2003).
Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmdd on pyritty soveltamaan my6s muun
tyyppistenkin ongelmien ratkaisemiseksi, kuten pietsosdhkdisten ilmididen simulointiin
(Nada ym., 2012). Lisaksi menetelmad on sovellettu jannitysten analysointiin (Gerstmayr
ym., 2006) ja plastisen muodonmuutoksen simulointiin (Gerstmayr ym., 2004).
Laskentatehokkuuden parantamiseksi niin elementin ominaisuuksia (Gerstmayr ym., 2008;
Gerstmayr ym., 2008), kuin niille soveltuvia integrointimenetelmiékin on kehitetty (Sanborn
ym., 2009). Toistaiseksi tata menetelm&& ei kaupallisissa sovelluksissa vield kuitenkaan
kéytetd.

Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmédssd monentyyppiset elementit kykenevat
késittelem&&n huomattavan suuria muodonmuutoksia (Shabana, 1996; Shabana, 19974,
Shabana, 2008; Shabana, 2010). Esimerkiksi viivaelementin voi fysikaalisista
ominaisuuksista riippuen véantaa ldhestulkoon solmuun itsensd ympari (Berzeri ym., 2000),
yhden ainoan laattaelementin avulla voidaan teoriassa simuloida vaikkapa vapaasti
riippuvaa lakanaa (Dmitrochenko ym., 2003; Mikkola ym., 2003) ja muun muassa hihnan
kayttdytyminen hihnapyorien suhteen voidaan toteuttaa perinteiseen elementtimenetelméén
nahden huomattavan pienelld elementtimdaralla (Kerkkanen ym., 2006). Suurten
muodonmuutosten teoreettinen mahdollistaminen ei kuitenkaan tee menetelmastd vield
automaattisesti tarkkaa (Gerstmayr ym., 2008) mallinnettaessa suuria muodonmuutoksia
sisaltavid systeemeja. Lisdksi kokemus on osoittanut, ettd usein tdmé ldhestymistapa vaatii
elementtien pienestd maadrésta huolimatta elementtikohtaista laskentatehoa paljon enemman,

kuin mihin on totuttu tavanomaisen elementtimenetelmén sovelluksissa.



Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmédn tarjoamat mahdollisuudet ovat piténeet
huolen siitg, ettd tutkimustyo kyseisen teoriakokonaisuuden parissa on katsottu tarpeelliseksi
(Schiehlen, 1997; Schiehlen, 2006; Shabana, 2008). Sekaelementtien (Castersen ym., 2009;
Boffi ym., 2008) kykyd toimia absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmdssé on
kuitenkin tahdn mennessa tutkittu varsin véhaisesti ja tulokset ovat olleet toistaiseksi laihoja
(Altarriba ym., 2012). On kuitenkin syytd otaksua, ettd sekaelementtien avulla voidaan
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmdlla mallintaa useita sellaisia fysikaalisia
ominaisuuksia, joiden mallintaminen ilman sekaelementteja on haastavaa tai joissain
tapauksissa ehka jopa mahdotonta (Castersen ym., 2009; Zienkiewicz ym., 2000a). N&it&
ilmioit4d voivat olla muun muassa kokoon puristumattomien materiaalien mallintaminen
(Zienkiewicz ym., 2000a) tai monissa tapauksissa yleisesti ottaen kahdesta (tai useammasta)
muuttuja-avaruudesta  koostuvan systeemin simulointi. Jalkimmadisesta tilanteesta
esimerkking voisi olla vaikkapa jonkin lamp6uunin kuorirakenteen k&yttaytyminen

lampatilan tai paineen vaikutuksen alla.

Taman tyon tarkoituksena on tutkia mahdollisuuksia soveltaa sekaelementteja absoluuttisten
solmukoordinaattien ~ menetelm&&n.  Tavoitteena on  lausua  kaksi  tunnettua
sekaelementtityyppid, siirtyma-jannitys-, ja siirtymé-paine-sekaelementit absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmalla (Zienkiewicz ym., 2000a; Castersen ym., 2009). N&mé
sekaelementtityypit on valittu tutkimuskohteeksi niiden suhteellisen yksinkertaisen
konstruktion vuoksi. Kehitettyja elementtejd testataan numeerisin testein ja tuloksia
verrataan olemassa oleviin, tavanomaiseen elementtimenetelmaan perustuviin rakenteeltaan
samantyyppisiin sekaelementteihin. Valittujen sekaelementtien dynaamisia ja kinemaattisia
ominaisuuksia ainoastaan sivutaan johtuen kyseisen tutkimusongelman olevan mahdollisesti
niin laaja, ettei sen siséllyttdminen t&h&n tyohon ole rajauksesta johtuvista syistéd
tarkoituksenmukaista itse aiheen tarkeydestd huolimatta. Pidemman aikavalin tavoitteena
voidaan pitd4 absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmén laajentamista soveltumaan
yha uusien ja erityyppisten ongelmien ratkaisemiseksi. Sovelluksia toivotaan muun muassa
biomekaanisten systeemien simulointimahdollisuuksien parantamiseksi (Cowin ym., 2007),
mikd on ollut yksi keskeinen taustatekija yleisesti puhuttaessa absoluuttisten
solmukoordinaattien  menetelmén  kehitystyostd.  Kuitenkin ~ my0s  perinteisten
insinQoritieteiden, kuten koneensuunnittelun tyokalujen kehittdmiseksi voidaan tasta
projektista n&hda olevan hyotyd, erityisesti puhuttaessa simuloitavien systeemien

erityistapauksista.



Kuvassa 1 havainnollistetaan yleisella tasolla menetelmien kehityshistoriaa ja t&ssa tyossa

késiteltyyn tutkimusongelmaan johtanutta tieté.

Kelluvan
- koordinaatiston
t%?g;girt‘ | Monikappalesysteemien — menetelmé& ym.
' | dynamiikka
Euler ym.
v \ Absoluuttisten
solmukoordinaattien
— menetelma
Rayleigh-, ;
i / Tutkimusongelma
Galerkin ym. .
Elementtimenetelma - izﬁﬁﬁmgmt" /
Hrennikoff,
Courant ym.
Muut elementti-
menetelmat

Kuva 1: Tutkimusongelmaan johtanut kehityshistoria

2. Elementtiteoriat

Tassa luvussa kaésitelld&dn absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmé péadapiirteittéin,
késitellen  yleisi&a  ominaisuuksia  sekd antamalla  esimerkkejd  absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmalla lausutuista elementeistd. My0ds sekaelementtimenetelméaa
késitelladn aihekokonaisuutena selvittden myo6s tadman elementtiryhman tyypillisia
erityispiirteitd. Sekaelementtikonstruktioista annetaan myos esimerkkejd, jotka sisaltavat
my6s kolmannessa luvussa absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmdlld lausuttavat

sekaelementtityypit.
2.1 Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelma

2.1.1 Elementin lausuminen globaalin koordinaatiston suhteen

Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelm& on yksi tapa maarittdd elementin
koordinaatisto. Tdssa menetelmdssé elementtien solmukoordinaatit sisdltdvat asema- ja
orientaatiotermit, ja ne lausutaan k&yttden systeemin globaalia koordinaatistoa (Shabana,
1996; Shabana, 1997a; Shabana, 1998). Tama ldhestymistapa on kehitetty edesauttamaan
ratkaisun l6ytymistd sellaisille elementtimenetelmélld analysoitaville ongelmille, missé

tyypillisia ilmi6it4 ovat suuret kiertymat tai muodonmuutokset (Shabana, 2008).



Toisin  kuin tavanomainen elementtimenetelmd, absoluuttisten solmukoordinaattien
menetelm& ei lahtokohtaisesti aseta rajoja elementtien taivutukselle tai kierrolle (Shabana,
1998). Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmédssa elementin jokainen solmu

lausutaan globaalein asemavektorein elementin muotofunktioiden avulla siten, ett
r' :S‘(x‘,y‘,z‘)e‘, (2.1)

missd r on elementin i satunnaisesti valitun pisteen sijainnin madrittdva vektori, S on
elementin  muotofunktiomatriisi ja e elementin solmukoordinaattien asemavektori.
Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmdsséd asemavektori siséltdd informaation
valitun solmun asemasta globaalin koordinaatiston suhteen, mutta td&méan lisaksi myos
pisteen orientaatiotermit, eli toisin sanoen kyseisen solmun muotofunktioiden
akselikohtaiset kulmakertoimet suhteessa globaaliin koordinaatistoon. Tama lahestymistapa
ankkuroi siis muotofunktiot elementin Serret-Frenet-tyyppiseen (Serret, 1851; Frenet, 1852)
lokaaliin koordinaatistoon. Tamankaltaisessa koordinaatistossa orientaatio seuraa valittua
kayrad siten, ettd sen akselit ovat akselityypista riippuen aina joko tangentiaalis- tai
normaaliorientaatiossa suhteessa kayraan, elementin muotofunktioiden maéarittédessé téssa
tapauksessa nama kéayrat. Elementin solmukoordinaattien asemavektori voidaan Kirjoittaa

siis tarkemmin;

K (kT orf " (ark ' (ork Y
o (=) () )]

missé elementin i solmun k sijainti maaritelladn asemavektorilla r'’ ja sijainnin Serret-

Frenet-orientaatio tdman vektorin derivaatoin, eli siis maarittelemalla muotofunktioiden
kulmakertoimet eri koordinaattiakselien derivaatoin valitussa pisteessd. Dimensioiltaan

ulottuvuuksien suhteen maaraytyva muotofunktiomatriisi maéritetd&n seuraavasti;
S =lsit, sily sily sil,oLosily) (2.3)

missé tassé tapauksessa kolmiulotteisen elementin i muotofunktiot s, Sz, ..., Sn kerrotaan 3 x

3-tyyppisella yksikkomatriisilla Is.
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Tata periaatetta elementin kaikkien solmujen madrittelemisestd globaalin koordinaatiston
suhteen havainnollistetaan kuvalla 2, missé yksinkertainen kaksisolmuinen viivaelementti
on lausuttu absoluuttisten asemakoordinaattien suhteen. Solmuissa on n&htdvissd myos
orientaatiota madrittavat lokaalit Serret-Frenet-koordinaatistot. Mika tahansa piste

viivaelementissé voidaan madarittaa kayttamalla globaaleja asemavektoreita.

Kuva 2: Palkkielementti absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmalla

Muotofunktioiden muodostamiseen ei absoluuttisten solmukoordinaattien menetelma
suoraan tarjoa mitaan erillistd metodiikkaa differentioitujen funktioiden vaatimusta lukuun
ottamatta (Shabana, 1996; Shabana, 1997a), vaan niiden on perustuttava sovellettavan
elementin matemaattiseen malliin, kuten on laita tavanomaisen elementtimenetelmankin
suhteen (Hakala, 1986). Sovellettava approksimaatio voi olla esimerkiksi tavanomainen
polynomiapproksimaatio (Hakala, 1986; Shabana, 2008) tai Hermiten polynomeihin
perustuva (Sanborn, 2011). Jotta kulmakertoimiin perustuvan Serret-Frenet-orientaation
laskenta kuitenkin onnistuisi, pitd4d muotofunktiomatriisin siséltdd my0s derivoitujen

polynomiapproksimaatioiden perusteella muodostetut muotofunktiot.
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2.1.2 Elementin liikeyhtalot

Yksittdisen elementin (tai vaihtoehtoisesti koko elementtisysteemin) dynamiikka voidaan
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmélld mééritelld (Shabana, 2008; Shabana, 2010)
Lagrangen (1788) dynamiikkaa mukaillen ilman elementin vaimennusvaikutuksen
huomioimista seuraavasti;

M'e" + Kle' =f!

ot (2.4)
missd M on elementin i massamatriisi, K jaykkyysmatriisi ja fext ulkoisten voimien vektori.
Tama  yksinkertainen  ldhestymistapa on  mahdollinen, koska absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmé& ei edellytd virtuaalisten, eli pienten siirtymien tai
kiertymien madrittelyd solmujen asemavektoreissa (Shabana; 2010). Elementin
massamatriisi M muodostetaan muotofunktiomatriisien avulla, jolloin se saa aina
vakioarvoja, minkd seurauksena esimerkiksi kelluvan koordinaatiston menetelmassé
kaytetyn elementin keskipakovoimia suhteessa lokaaliin koordinaatistoon madrittavaa

neli6llistd nopeusvektoria ei tarvita (Shabana, 2010). Massamatriisi lasketaan seuraavasti;

M =[p's’'s v, (2.5)
Vi

misséd p on elementin i simuloiman materiaalin tiheys. Massamatriisin muodostaminen
perustuu elementin Kineettisen energian maaritelmaan (Escalona ym., 1998; Shabana, 1998;
Shabana, 2008), mik& absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmélla maéaritetédan

yhtalolla;

_1 P iT i i _1.r iQiTgi i ai iQiTqi i _
T_Ejprrdv =¢ UpSdeJe :>\;[pSSdV =M. (2.6)

Vi Vi

Massamatriisin vakiointi ei kuitenkaan merkitse myo6s jaykkyysmatriisin vakiointia, vaan
jaykkyysmatriisi on yleensé jopa erittdin epalineaarinen (Escalona ym., 1998; Shabana,
2008). Jaykkyysmatriisin mé&éarittdminen riippuu yleensa elementtityypistd, useissa
tapauksissa se kuitenkin muodostetaan elementin  venymé&energiaan perustuvilla

l&hestymistavoilla. Tatd asiaa késitelladn tarkemmin esimerkkien yhteydessa.
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2.1.3 Ulkoiset voimat ja momentit

Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmassé elementtiin kohdistuvat ulkoiset voimat
madritelld&n kayttden kahta toisistaan poikkeavaa lahestymistapaa (Mikkola ym., 2003;
Shabana, 2008). Voimien madrittely voi tapahtua kayttamalla apuna elementin lokaalia
koordinaattisysteemid (Escalona ym., 1998) tai sitten vaihtoehtoisesti soveltaen
kontinuumimekaniikkaan perustuvaa l&dhestymistapaa (Shabana, 1997a; Shabana, 2010).
Elementin lokaalia koordinaatistoa apuna kayttdva lahestymistapa soveltuu muun muassa
Kirchhoffin tai Reissner-Mindlinin  laattateorioihin  perustuvien laattaelementtien
mallintamiseen ja se on ldhestymistavaltaan varsin yksinkertainen ja suoraviivainen.
Menetelma perustuu virtuaalisen tyon teoriaan (Shabana, 2010) ja siind erotellaan erikseen

valittuihin pisteisiin vaikuttavien voimien ja momenttien vaikutus.

VVoimat ja momentit lokaalin koordinaatiston menetelmalla

Elementin lokaaliin koordinaatistoon perustuvassa ldhestymistavassa ulkoiset voimat ja
niiden vaikutus elementissd vaikuttaviin elastisiin voimiin maéaritellddn yhtalolla 2.7
(Shabana, 1997a; Shabana, 1998; Escalona ym., 1998);

foor =fS'oe’ =f s, (2.7)
missa vektori fexx on elementin i ulkoisten voimien vektori, or on valittujen solmujen
absoluuttisen aseman ja orientaation méaérittdvd, voiman vaikutuksesta aiheutuvan
virtuaalisen siirtyman madrittdva vektori, S on elementin muotofunktiomatriisi ja de
elementin solmujen virtuaalisen siirtyman méaérittdvd asema- ja orientaatiovektori. Kuten
yhtélosta 2.7 ndhdaén, elastiset voimat voidaan maarittad yleistetyssa muodossa ulkoisten
voimien vektorin ja muotofunktioiden tulolla (Escalona ym., 1998). Té&sta siis seuraa, ettéd
ulkoinen voima voidaan maaritelld joko solmukohtaisesti tai vaihtoehtoisesti integroimalla
voima vaikuttamaan elementin yli, jolloin esimerkiksi painovoiman vaikutuksen

mallintaminen mahdollistuu.
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Momenttien maarittdminen (Escalona ym., 1998; Shabana, 2010) valitussa solmussa
toteutetaan kiertomatriisien avulla. T&ssé yksinkertaistetussa esimerkissd kierto tapahtuu
Eulerin kulmien teorian perusteella kahdessa ulottuvuudessa. Kiertomatriisin lausuman

kiertymén o ja valitun solmun orientaation vélille maaritetdan yhteys yhtalolla 2.8;

{com —sma}:i X  ox (2.8)
sina cosa | LJd|orp, on |
OX OX

missa termi d on muotoa

or, ’ or, ’
o-[2] (5], s

Yhtéloiden 2.8 ja 2.9 avulla voidaan ratkaista virtuaalinen kiertymé oa (Escalona ym.,
1998);

o 50 _0n son
So — 00X - ox__ OX (2.10)

jolloin momenttien ja virtuaalisen kiertyméan tulo maarittdd momentin tuottaman virtuaalisen

tyon;

W = Mda . (2.11)

Voimien lausunta kontinuumimekaniikan lahestymistavalla

Toinen lahestymistapa voimien maarittdmiseksi on kayttdd kontinuumimekaniikan
menetelm&4 (Shabana, 1997a; Shabana, 2008), jolloin elementin omaa lokaalia
koordinaatistoa ei tarvita ulkoisten voimien maarittamiseksi. Tamé lahestymistapa perustuu
venymaenergiaperiaatteeseen (Gere ym., 1990), missa elementin venymét maaritelldan

ANCEF-sovelluksissa yleensa Green-Lagrangen venymatensorilla.
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Venymadenergia maéaritelladn yleiselld tasolla tarkasteltuna yhtal6llad 2.12 (Shabana, 2008),
mutta on syytd huomioida, ettd energiayhtélod ei voi sellaisenaan tdssa muodossa soveltaa

eri kaikille elementtityypeille;
il e
U'==[&"E'e dV, (2.12)
2V

missd € on Green-Lagrangen symmetrisestd venymatensorista muodostettu venyméavektori ja

E elementin kimmomatriisi. Venymatensori on muotoa (Shabana, 2008);

sa::%b”J‘—lg, (2.13)

missd venymistd johtuvat siirtymégradientit méaéritetddn muodostamalla asemavektorin

Jacobinmatriisi elementin muotofunktioiden ja globaalien koordinaattiakseleiden suhteen;

oS! es! oS! ]
ox oy oz
st esh oSl
F=l'"ox oy a |® (2.14)
8S!  8S! oS!
| OX oy Oz |

ja missa vektori e on elementin i solmujen absoluuttinen asema- ja orientaatiovektori.
Elementin venymaenergian avulla madritetadn elastisten voimien vektori muodostamalla

vastaavasti Jacobinmatriisi energian ja vektorin e suhteen;

(v
fa_(aéj. (2.15)
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2.2 Esimerkkeja palkki- ja laattaelementeista

Tassa luvussa esitellddn neljd esimerkkid palkki- ja laattaelementeistd lausuttuna
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmélld. Molemmat palkkielementit lausutaan
tasotapauksessa (Shabana, 1997a; Shabana, 1998), toinen palkeista noudattaa Euler-
Bernoullin palkkiteoriaa ja toinen leikkausmuodonmuutokset huomioivaa Timoshenkon
teoriaa (Gere ym., 1990). Palkkielementit ovat mahdollisia lausua tasotapauksen lisaksi
my6s kolmiulotteisessa tilassa, vaikka elementin lokaali koordinaatisto ei kolmatta
ulottuvuutta siséltaisikddn. Tama metodiikka mahdollistuu muun muassa Yakoubin ym.

(2001) ja Dufvan ym. (2006) julkaisemien tutkimustulosten osoittamalla tavalla.

Tassa luvussa esiteltdvat laattaelementit perustuvat Kirchhoffin ja Reissner-Mindlinin
laattateorioihin, joista Reissner-Mindlinin teoriaan perustuva laattaelementti kykenee
mallintamaan my0s leikkausmuodonmuutoksia. N&mé& elementtityypit lausutaan
kolmiulotteisessa avaruudessa ja ne voivat muokkautua siind elementin ominaisuuksien
tarjoamien mahdollisuuksien puitteissa, vaikka laattaelementin lokaali koordinaatisto onkin
vain kaksiulotteinen. Namé& elementtityypit ovat alun perin lausuttu absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmallda Dmitrochenkon ym. (2003), Mikkolan ym. (2004) ja
Dufvan ym. (2005) tekeman tutkimuksen tuloksena.

Muita absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmalld lausuttuja elementtityyppeja ovat
muun muassa lineaaripalkki (Kerkk&nen ym., 2005), kolmioelementit (Dmitrochenko ym.,
2008) ja korkeamman asteen laatat (Mikkola ym., 2003). Absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmdin soveltuvien elementtien tutkimustyd on viimeisen
vuosikymmenen aikana ollut vilkasta ja jatkunee vilkkaana edelleen, misté osoituksena ovat
muun muassa l&hteet (Garcia-Vallejo ym., 2007; Dmitrochenko ym., 2008; Dmitrochenko
ym., 2009; Matikainen ym., 2009; Sanborn ym., 2009; Sanborn ym., 2011; Nada ym.,
2012).
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2.2.1 Palkkielementti (Euler-Bernoulli)

Euler-Bernoullin palkkiteoriaa noudattavan palkkielementin solmujen globaali asemointi
madritellddn  absoluuttisten  solmukoordinaattien menetelmdlle ominaisella tavalla

asemavektorilla r;

ri :Siei, (216)

misséd e on solmujen asemat ja orientaatiot maéarittava vektori (Berzeri ym., 2000);

i i|T

e'=le, e e .. e, (2.17)

ja S muotofunktiomatriisi;

s'=[s!l, Sil, Si, Ssil,|, (2.18)

missé 12 on 2 x 2-tyyppinen yksikkOmatriisi ja palkin muotofunktiot (Shabana, 2008) ovat

2 3 2 3
81:1—[%j +[§j , Sz=x—4x +X—2,
L L L L
(2.19)
3x* 2x° : x* X2
TN & YTETC

Euler-Bernoullin palkkielementin venymé&energia (Berzeri ym., 2000; Shabana, 2008)
voidaan maéarittdd kahdella toisistaan hieman poikkeavalla lahestymistavalla. Mikali
palkkielementti&d sovelletaan absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmalle ominaisiin
suurten  kiertymien  simulointitehtaviin, on  suositeltavaa  kayttdd elementin
kaartumisominaisuuksia tarkasti maarittdvaad kayryystermid (Berzeri ym., 2000).
Sovellettaessa kayryystermid ei elementille tarvitse tehd& lineaarisuusoletuksia, jolloin
taipumaominaisuudet ovat kauttaaltaan epélineaarisia. Usein k&yryystermin integrointi vaatii
kuitenkin numeeristen integrointimenetelmien, kuten Gaussin kvadratuurien soveltamista,

johtuen sen hankalasta konstruktiosta ratkaistavaksi Riemannin analyyttisell& integroinnilla.
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Kéayryystermi voidaan méaéritella monin eri tavoin riippuen siitd, miten tarkasti sen halutaan
kuvaavan suuria Kkiertymid (Dmitrochenko ym., 2003; Gerstmayr ym., 2006). Yksi

mahdollinen k&yryystermin maaritelma on

|6ri c’izr‘||c’5r‘|f3
X

= | ax|

(2.20)

missd asemavektoria r osittaisderivoidaan elementin i pituusakselin suhteen. Virtuaalisen
tyon periaatetta noudattaen lausutaan elementin muodonmuutokset nyt yhtalolla 2.21
(Berzeri ym., 2000; Shabana, 2008);

W' = [E'A'giseidL+ [ENK'a dL, (2.21)
L L
mik& johdetaan venymaenergiayhtaloksi (Berzeri ym., 2000; Shabana, 2008);
U' =2 [E A e due S [T () L, (222)
24 27

missa E on materiaalin kimmokerroin, A elementin poikkipinta-ala, ex pituussuuntainen
venyma, | jadyhyysmomentti ja L elementin pituus. Venyméenergian perusteella madritetdén
elementin elastiset voimat ja niiden yhtalaisyys jaykkyysmatriisiin K (Berzeri ym., 2000;
Shabana, 2008);

i T
f;,{ﬂj =K'e', (2.23)
oe'

Aiemmin mainittu, k&yryystermin soveltamiseksi vaihtoehtoinen venymien lineaarisointiin
perustuva l&hestymistapa l&htee ajatuksesta, ett4d venymat jaetaan sivuttais- ja
pitkittaissuuntaisiin venymiin. Tdma ldhestymistapa on esitelty alun perin Escalonan ym.
(1998) kirjoittamassa julkaisussa. Lineaarisoinnissa perusajatuksena on, ett tarkastellaan
elementin muodonmuutoksia valitun referenssipisteen suhteen siten, ettd toteutuneet

muodonmuutokset madritetddn yhtalolla 2.24;
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by

missé solmun ja sille valitun referenssipisteen véalinen muodonmuutosvektori d sisaltaa x- ja
y-koordinaattiakseleiden suhteen lausutut komponentit ollen tdten yhtenevd my0s
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméssd kaytettyyn tapaan ilmaista sijainti
muotofunktioiden suhteen. Ndin saadaan kaksi yksikkovektoria a ja b elementin i lokaalin

koordinaatiston suhteen maarittdmaan lineaarisia muodonmuutoksia:

) ai i i ) bi ) )
a'=|: }:ﬁ ja b'=[ iX:I:c'xa', (2.25)
ay ‘rz_rl‘ b

missd ¢ on yksikbn mittainen xy-tason suhteen muodostettu normaalivektori
asemavektoreiden alaindeksien 1 ja 2 maaritellessé esimerkiksi palkin ensimmaista ja toista
paatysolmua tai vaihtoehtoisesti jotain muuta valittua referenssipistettd. Téten
muodonmuutokset  jaetaan vastaavasti  pitkittdis- ja  sivuttaissuuntaisiin, jolloin

muodonmuutosta kuvaavaksi vektoriksi saadaan

i imai
d:n _ {ddipituus :| _ {d dibl X:|, (226)

sivuttais

minka perusteella maaritelld&dn venymaenergia nyt siten, ettg;

2

: 2
_ o [ody i 020 G
UI =%JE|A|[ ap;:uusj +E|||(a césw;ttalsj dX:%e'TK'el, (227)
X
L
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2.2.2 Palkkielementti (Timoshenko)

Timoshenkon leikkausmuodonmuutokset sallivaa palkkiteoriaa osittain  noudattava
palkkielementti on julkaistu absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméalld lausuttuna
Omarin ja Shabanan (2001) tyon tuloksena. Poikkeus leikkausmuodonmuutosten suhteen
Timoshenkon teoriaan (Gere ym., 1990) verrattuna ilmenee l&hinnd siind, ettd t&ssé
tapauksessa gradienttivektorein maériteltyyn leikkauspintaan voi tulla my6s kayristymié
(Omar ym., 2001). Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmin tapaan globaali

asemavektori r maarittdé elementin i solmujen aseman;
r' =S'e’, (2.28)
missa vektori e on solmujen asema- ja orientaatiovektori (Omar ym., 2001);

el =le/ e e .. e, (2.29)

ja S muotofunktiomatriisi;
S'=[S/1, Sil, ... Sil,|, (2.30)
sisaltden tasotapauksessa 2 x 2-yksikkématriisin I, ja muotofunktiot (Shabana, 2008)

S, =1-3£7 +2¢°, S, = Llg—2£2 +¢°), S, = L(n—én),
(2.31)
S, =352 -2¢°, So=Ll-&2+&)  ja  s,=Léy,

missd & = x/L, n = y/L, termin L maaritellessd palkkielementin pituutta. Elementin
venymaenergian madritteleminen poikkeaa leikkausmuodonmuutosten takia merkittévasti
Euler-Bernoullin  teoriaan perustuvasta palkkielementistd. Lineaarisointiin perustuva
l&hestymistapaa ei k&ytdnnossé ole mahdollista toteuttaa ja k&yryystermin soveltaminen on
sellaisenaan hankalaa, silla sen tulisi huomioida myos elementin leikkausmuodonmuutokset
(Omar ym., 2001). Ratkaisu loytyy kuitenkin kontinuumimekaniikasta, missd Green-

Lagrangen venymétensori madritellaan yhtalolla 2.32;



20

£q, =%(JTJ—I2), (2.32)

missd I> on 2 x 2-yksikkdmatriisi ja J aiemmin yhtélossa 2.14 méaéritelty Jacobinmatriisi.
Kahdessa ulottuvuudessa lausuttuna tdmé tensori maarittelee muodonmuutokset seka x- ja y-
akseleiden suhteen, sekd my0ds leikkausmuodonmuutoksen xy-tasossa. Venymadenergia
méaritellddn yhtalolld 2.33, joka tdsséd tapauksessa vastaa yhtélossd 2.12 esiteltyé

venymaenergiayhtaloa;

i_l i i _1 iTEi i
U _ch g dv_EJs E's' dV , (2.33)

\

missd E on kimmomatriisi ja &€ Green-Lagrangen symmetrisestd tensorista muodostettu
venymavektori. Integrointi on tehtdva palkin tilavuuden yli, silla toisin kuin Euler-
Bernoullin palkkielementin tapauksessa, tdssa energiayhtélossa ei ole erillisid, palkin ei-
pituusulottuvuuksia huomioivia kerrointermejd (Omar ym., 2001). Elementin elastiset

voimat ja jaykkyysmatriisi noudattavat seuraavaa periaatetta;

i T
fe‘I =(£J =K'e'. (2.34)
oe

2.2.3 Laattaelementti (Kirchhoff)

Kirchhoffin laattateoria ei mallinna lainkaan laatassa tapahtuvia leikkausmuodonmuutoksia.
Elementti lausutaan kolmessa ulottuvuudessa, mutta sen oletetaan olevan hyvin ohut, jolloin
elementin paksuuden vaikutusta sen kayttdytymiseen pidetdan niin vahaisend, etta elementti
oletetaan monessa suhteessa elastisilta ominaisuuksiltaan kaksiulotteiseksi. Kirchhoffin
laattaelementti on lausuttu absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmélld Dufvan ym.
(2005) tutkimuksen tuloksena ja télle menetelmalle ominaiseen tapaan elementin solmujen

globaalit asemat ja orientaatiot lausutaan seuraavasti;

ri :Siei ’ (235)
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missd 36-vapausasteisen elementin i (Dmitrochenko ym., 2003; Dufva ym., 2005; Shabana,

2008) solmut mégritelladn yhtalsl1a;

e :[eli e, e ... e;,e]T, (2.36)

siséltden asemavektorit jokaiselle solmulle x-, y- ja z-, sek& orientaatiovektorit globaalien x-
ja y-akseleiden suhteen. Muotofunktiomatriisi S méaaritellaan yhtalolla;

s'=(si1, Sil, .. SLl,|, (2.37)

missd Iz on 3 x 3-tyyppinen yksikkovektori ja gradienttiensa suhteen elementtien yli

jatkuvat muotofunktiot (Dufva ym., 2005) ovat

S, =—(-Yn-12n>-n+2e7-¢£-1), S, =-Enll-35-3n+277 +2£2,

S, =-L&(g-1)*(n-1), S = LEM(&-1),
Sy =—Hn(n-1)°(¢-1), Sy = Hén(n-1),
(2.38)
S, =&l2n? —n-3¢+28%)n-1), S, =n(&-1)262 - & -3y +2?),
Sy =-L&Xe-1n-1), Sy = Lén(g-1),
S, = Hénln -1)°, S, =—Hn’(-1)*(n-1),

missd & = x/L ja # = y/H, kun L madrittd4 laatan pituutta ja H leveyttd. Green-Lagrangen
yhtalodon perustuvaa kontinuumimekaniikan lahestymistapaa venymid madriteltdessa

muodostetaan kolmiulotteinen venymétensori (Dufva ym., 2005; Shabana, 2008);

g =%(J”Ji ~-1,), (2.39)

missd 1z on 3 x 3-tyyppinen yksikkomatriisi ja Jacobinmatriisi J on méaritelty aiemmin

yhtélossa 2.14.
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Muodostettaessa symmetrisestd venymatensorista venymavektori, voidaan tulos lausua

yhtaloll;

T

g = siGL(1,.‘; siGL(z,z)z 2£iGL(1,2) ) (2.40)

missé alaindeksit viittaavat Green-Lagrangen venymaétensorin alkioihin. Kirchhoffin laatan

kayristymista kuvaava venymavektori k maéaritellaan yhtalolla;

K =2eTnf]® ko] ® el (2.41)

]

missd asemavektoria r on derivoitu alaindeksien osoittamien muuttujien suhteen ja vektori n
madritell&an ristitulona n = r x ry (Dufva ym., 2005). Elementin venymaenergia saa siis

muodon;

U' =2 [67E' dV, += [KTEK' dV, (2.42)
2y 25

missa E on elementin Kimmomatriisi. Mikali laattaelementti on kayristynyt jo simulaation

valitussa alkutilanteessa, lausutaan elementin tilavuus seuraavasti;

0=

OX
a_g’v , (2.43)

missd V on elementin tilavuus k&yristyméttomana. Elastisten voimien ja jaykkyysmatriisin
suhteet madritetddn yhtalolla 2.44 saaden ndin saman muodon, kuin useassa aiemminkin

esitellyssé tapauksessa;

i T
£ {%j = Ke', (244
oe
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2.2.4 Laattaelementti (Reissner-Mindlin)

Verrattaessa Reissner-Mindlinin ja Kirchhoffin laattateoriaa, merkittdvin eroavuus on
Reissner-Mindlinin ~ teorian  kyky sallia  elementin  muodonmuutokset — myos
paksuussuunnassa. Tdman vuoksi Reissner-Mindlinin teoria soveltuu selkedsti Kirchhoffin
laattaa paksummille laatoille. Naissé tapauksissa voi laattaelementin paksuus olla
esimerkiksi 10 % neliGelementin pituudesta tai leveydestd (Mikkola ym., 2003). Tdémén

nelisolmuisen laatan solmujen asemat globaalissa koordinaatistossa maaritellaan yhtalolla;

ri :Siei ’ (245)

missd 48-vapausasteisen elementin solmujen asemat ja orientaatiot (Mikkola ym., 2003)

lausutaan vektorilla e;

el =le} e e .. e, (2.46)

ja muotofunktiot matriisilla S;

S'=[S/1, S)l, ... SiL.|, (2.47)
missa I3 on 3 x 3-tyyppinen yksikkématriisi. Reissner-Mindlinin laattateoriaan perustuvassa
laattaelementissd, samoin kuin Kirchhoffinkin laattaelementissd, muotofunktioiden

muodonmuutosgradientit maaritetdan joko jatkuviksi laattaelementin keskipinnan suhteen

eri elementtien valilla tai sitten vastaavassa tapauksessa epdjatkuviksi.
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Gradienteiltaan elementtien yli jatkuvat muotofunktiot ovat muotoa (Mikkola ym., 2003);

S, = (2 +1)(¢ ~1)*(2n +1)(n -1)*, Sy =n°&%(26 -3)(2n-3),
S, = L&(& ~1)*(2n +1)(n ~1)%, Sy =-Ln*&* (¢ -1)(2n-3),
Sy = Hn(& ~1)(2¢ +1)(n -1)°, Su =-Hn?&%(n-1)(2¢ -3),
S, =Weg(& -1)(n -1), S, =Weén,
(2.48)
Ss =—¢£%(26 -3)(2n+1)(n-1)°, Si3 =-n*(25 +1)( -1)*(2n-3),
Se = L& (& -1)(2n +1)(n -1)%, S =-L&n®(6-1)*(2n-3),
S, =—-Hn&*(25 -3)(n -1)°, S = Hn?(& -1)°(2¢ +1)(n - 1),
Sy =-Wég(n -1), S, =-Wng(&-1),

missd & = x/L, n = y/H, { = z/W, L on elementin pituus, H leveys ja W paksuus.
Kontinuumimekaniikan ~ Green-Lagrangen venymdateoriaa noudattaen muodostetaan

venymatensori (Mikkola ym., 2003);

g =%(J‘TJ‘ 1), (2.49)

missd I3 on 3 x 3-tyyppinen yksikkOmatriisi ja J yhtalossa 2.14 esitelty Jacobinmatriisi

venymaenergian saadessa muodon;

A P
U'==|¢"E's' dv, 2.50
2\.[8 € ( )

missd& E on kimmomatriisi ja & Green-Lagrangen symmetrisestd venymatensorista

muodostettu venymavektori. Elastiset voimat sek& jaykkyysmatriisi noudattavat yhtaloa;

i T
f) =(%J =K'e'. (2.51)
oe
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2.3 Sekaelementtimenetelma

2.3.1 Sekaelementit elementtimenetelmasséa

Sekaelementeiksi kutsutaan elementtityyppejd, jotka siséltavat useamman kuin yhden
muuttuja-avaruuden (Atluri ym., 1983; Zienkiewicz ym., 2000; Castersen ym., 2009). T&hén
ryhmaén kuuluvat elementit mahdollistavat myds monien sellaisten tutkimusongelmien tai
rakenneanalyysien ratkaisemisen, mitka voisivat olla joko mahdottomia tai ainakin erittain
haasteellisia ratkaista kayttamélld esimerkiksi  tavanomaista, siirtymaperustaista
elementtimenetelm&d. Sekaelementtien kehitystyd on alkanut 1960-luvulla (Visser, 1969;
Herrmann, 1968a; Herrmann, 1968b; Atluri ym. 1983; Zienkiewicz ym., 2000a;
Zienkiewicz ym., 2000b), johtaen ensin sekaelementeille soveltuvien variaatiofunktionaalien
kehittdmiseen, joista tunnetuin on mahdollisesti Veubeke-Hu-Washizun funktionaali (de
Veubeke, 1972). Toinen funktionaali, mitd on sekaelementtisovelluksissa kaytetty paljon, on
Hellinger-Reissner-funktionaali (Hellinger, 1914; Reissner, 1950). Tosin jalkimmaisen
funktionaalin sovellusmahdollisuuksien rajoitteet ovat olleet tiedossa jo pitkdan ja liséksi
silla on mahdollista analysoida vain siirtymien ja jannitysten suhdetta rajoittaen sen

sovellusmahdollisuuksia jo l&htokohtaisesti merkittavalla tavalla.

Sekaelementtien konstruktioita useissa tapauksissa merkittavasti rajoittavat Babushka-
Brezzin (Babushka, 1973; Brezzi, 1974) ehdot ovat my6s edelld mainitun pioneerityon
tulosta ja monet tunnetuimmat sekaelementtikehitelmat on julkaistu padasiassa 1970-luvun
aikana (Atluri ym., 1983). Sekaelementtimenetelmé&d on kuitenkin rakenneanalyyseissa
kaytetty yleensa vain erikoistapauksissa, tosin téstd huolimatta kehitystyota sekaelementtien
ympaérilla on tehty suhteellisen vilkkaasti myds viimeisen vuosikymmenen aikana, mink&
osoittavat muun muassa tutkimusjulkaisut (Alsafadie ym., 2010; Castersen ym., 2009;
Hjelmstad ym., 2002; Hjelmstad ym., 2003; Kumar ym., 2004; Li, 2007; Santos ym., 2009;
Suri, 2005).

Kaikkia elementtityyppejd, jotka sisaltavat enemmén kuin yhden muuttuja-avaruuden, ei
kuitenkaan kutsuta sekaelementeiksi. Useamman muuttuja-avaruuden analysoinnin
mahdollistavat elementtityypit voivat olla myos redusoitumattomia tai hybridielementteja
(Zienkiewicz ym., 2000a). Useamman tuntemattoman muuttujan elementtien jaottelu
mainittuihin ryhmiin toteutetaan tarkastelemalla elementtien siséltdmien tuntemattomien

muuttujien kenttien luonnetta ja ominaisuuksia.
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Useimmissa tapauksissa redusoitumattomat elementit erotetaan sekaelementeistd
siirtymakentdn periaatteella. Mik&li siirtymid siséltdvd muuttuja-avaruus  kuuluu
tarkasteltavaan elementtityyppiin ja siirtymien liséksi elementilla analysoidaan myds jotain
muuta fysikaalista ilmiota, kutsutaan elementtid yleensa sekaelementiksi. Mikali siirtymi ei
analysoida lainkaan tai siirtymékenttd voidaan elementisté redusoida siten, ettd elementti on
edelleen numeerisesti stabiili ja sen avulla kyet&dan ratkaisemaan analysoitavia ongelmia,
nimetédén elementtityyppi yleensd redusoitumattomaksi. Tatd jaottelua noudatetaan usein
(Babushka ym., 1983; Castersen ym., 2009; Zienkiewicz ym., 1983; Zienkiewicz ym.,
2000a), mutta se on kuitenkin osin kiistanalainen (Atluri ym., 1983).

Redusoitumattomien ja sekaelementtien lisdksi myos hybridielementit (Atluri ym. 1983)
sisdltdvat useamman kuin yhden muuttuja-avaruuden, mutta eroavat ndistd kuitenkin
muuttuja-avaruuksien ulottuvuusehtoja tarkasteltaessa (Atluri ym., 1983; Zienkiewicz ym.,
2000a). Seka- ja redusoitumattomissa elementeissa muuttujien on aina oltava
ulottuvuudeltaan samanasteisia, eli esimerkiksi siirtyma- ja jannityskentat on maariteltava
vaikkapa normaalissa kolmiulotteisessa tilassa. Hybridimenetelmissa tata edellytysta ei
l&htokohtaisesti ole, joten samalla elementill4 voidaan periaatteessa mallintaa niin tilavuus-

kuin kaksiulotteisia pintakohtaisiakin ilmigita.

Sekaelementtimenetelmén soveltaminen tulee kysymykseen, mikali halutun analyysin
tekeminen tavanomaisella siirtymémenetelmalld olisi sellaisenaan mahdotonta, analysoitava
systeemi sisdltdd voimakkaasti toisistaan riippuvaisia tekijoitda tai tavanomaisen
siirtymamenetelman interpolointifunktioiden jatkuvuusvaatimukset olisivat vaikeita
toteuttaa (Atluri ym., 1983; Zienkiewicz ym., 2000a). Rakenneanalyyseissé tdmankaltaiset
seikat voivat olla seurausta esimerkiksi materiaaliominaisuuksista tai muista fysikaalisista
tekijoistd. Kokemus elementtianalyyseistd on osoittanut, ettd tavanomaisten analyysien
ollessa kyseessa tarvitaan sekaelementtien ominaisuuksia yleensd harvoin, sillda monissa
tilanteissa niistda ei saada merkittdvasti apua analyysin tarkoituksenmukaiseen
toteuttamiseen, mutta sitd vastoin niista koostuvien systeemien numeerinen ratkaiseminen
vaatii usein enemman laskentatehoa. Lisaksi sekaelementtirakenteiden numeerisista
rajoituksista  johtuen analysoitavaan tilanteeseen sopivia, numeerisesti vakaita
elementtityyppejd  on  yleensd  tarjolla  vdhemmé&n  verrattuna  esimerkiksi
siirtymamenetelmaén perustuviin elementtityyppeihin (Atluri ym., 1983; Zienkiewicz ym.,

2000a) rajaten sekaelementtimenetelman sovellusmahdollisuuksia entisestaan.
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2.3.2 Sekaelementtien sovellusmahdollisuudet

Kokoonpuristumattoman materiaalin ongelma

Kokoonpuristumattomien  materiaalien  analysointi on  tavanomainen  esimerkKki
sekaelementtimenetelman sovelluskohteesta (Zienkiewicz ym., 2000a). Tdm& johtuu siita,
ettd tavanomaisella siirtymamenetelmalla kokoonpuristumattomien materiaalien analysointi
on mahdotonta, jolloin on valttamétonta hyddyntééd vaihtoehtoisia l&hestymistapoja, joista
sekaelementtimenetelmd on  t&ssd  tapauksessa  sopiva.  Siirtymamenetelméssa
kokoonpuristumattomuuden ongelman ratkaisemattomuutta havainnollistetaan Lamén

parametreihin perustuvalla yhtalolla (Gere ym., 1990);

Ev

missd E on materiaalin kimmokerroin ja v Poissonin suppeumaluku. Kun materiaali on
kokoonpuristumatonta, lahestyy suppeumaluku v arvoa 0,5. Tdssa tilanteessa Lamen A-
vakion nimittdj4 lahestyy nollaa, jolloin A-arvot kasvavat kohti &&retontd (Gere ym., 1990).

Mikali &aretontd lahenevat A-arvot sijoitetaan materiaalin kKimmomatriisiin;

(A +2u A A
A A+2u A
A A A+2u

, (2.53)

missd muuttuja « on myds Lamén parametri, saavat kimmomatriisin alkiot vastaavasti
adrettomia arvoja ja siirtymamenetelmd on kaytdnnossa ratkaisematon. Elementtityypista
riippuen siirtyméperusteisen menetelmédn ongelmat alkavat usein jo Poissonin
suppeumaluvun ylittdessa lukeman 0,4 (Zienkiewicz ym., 2000a). Esimerkiksi lineaaristen
kolmioelementtien antamat tulokset sisaltavét tyypillisesti voimakkaita varghtelyja tdman
rajan ylitettyddn, toisaalta toisen tyyppiset elementit, kuten lineaarista interpolointia
korkeampiasteiset tilavuuselementit, saattavat olla vakaampia. Viimeistdan kuitenkin
Poissonin suppeumaluvun ollessa liki 0,5 muuttuvat kaikki siirtyméperusteiset elementit
kayttokelvottomiksi.
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Kokoonpuristumattomien materiaalien analysointiin voidaan siis kayttaa
tarkoituksenmukaisia  sekaelementtityyppeja. Naistd ehkd tunnetuin ja kaytetyin
sekaelementtityyppi on vallitsevia siirtymia ja paineita analysoiva sekaelementti (Atluri ym.,
1983; Zienkiewicz ym., 2000a; Castersen ym., 2009). Kyseisessa sekaelementtityypissa
vallitsevat painetermit madritelladn analysoitavassa kappaleessa elementin vaikutusalueella
vallitsevan deviatorisessa muodossa lausutun jannityskentan perusteella.
Kokoonpuristumattomien  materiaalien  analysointia  voidaan  toki tehdd myos
muuntyyppisilla  sekaelementeilld, esimerkiksi t&std elementtityypistd johdetuilla
kehitelmilld, joista yhdelld voidaan analysoida my0s materiaalin venymi& siirtymien ja

paineiden lisaksi.

Fysikaalisten ilmididen voimakas keskindinen riippuvuus

Analysoitava systeemi voi siséltdd fysikaalisia ominaisuuksia, jotka riippuvat toisistaan
syystd tai toisesta vahvasti (Castersen ym., 2009). Mikéli asiaa tarkastellaan
yleisluontoisesti, analyyseissd ilmenee itse asiassa usein tdmadnkaltaisia tilanteita.
Tyypillinen esimerkki voisi olla vaikka jannitysvuon laskenta ulkoisen kuormituksen alla
tarkasteltavassa kappaleessa (Gere ym., 1990). Tuolloin systeemissd on kaksi selkedsti
toisistaan riippuvaa fysikaalista tekijad, jotka ovat siis analysoitavassa kappaleessa
ilmenevét venymaét ja niiden seurauksena kappaleeseen muodostuvat jannitykset. Kuitenkin
tallaisessa  tapauksessa  yleensd  kdytetddn  tavanomaista  siirtymaperusteista
elementtimenetelm&d muodonmuutosten ratkaisemiseksi, minka jalkeen niiden perusteella
analysoidaan kappaleessa vallitseva jannitysvuo. Sekaelementtimenetelmalla ratkaisua voi
toki myos hakea, mutta siitd ei ole ainakaan toistaiseksi tullut vallitseva kéytantd johtuen
muun muassa siitd, ettd siirtymamenetelmd itsessddn on suhteellisen tarkka ja useissa
tapauksissa myos laskennallisesti tehokas, eikd sekaelementtimenetelmd varsinaisesti toisi

uutta arvoa ratkaisun hakemiseen.

Asia kuitenkin muuttuu, mikali esimerkiksi vallitsevien fysikaalisten riippuvuustekijoiden
seurauksena jommankumman muutos aiheuttaa myods valittéméan ja ominaisuuksiltaan
voimakkaan muutoksen my0s toisessa tekijassa. Asia monimutkaistuu vield enemmén,
mikali  téllaisessa tilanteessa on olemassa vield jonkinlainen epdlineaarinen
takaisinkytkentasilmukka. Tuolloin voidaan olla tilanteessa, missa tarvitaan useamman
tuntemattoman muuttujan sisaltavia elementtejd, eli joko redusoitumattomia, hybridi- tai
sekaelementteja (Atluri ym., 1983; Boffi ym., 2008; Wriggers, 2008).



29

Esimerkkeja edelld mainituista tapauksista voivat olla muun muassa analysoitaessa
esimerkiksi lampdvuon kayttaytymistd paineen vaikutuksen alla jossakin painekattilassa tai
muussa vastaavassa. Myos erityisesti metallirakenteiden palonkestoanalyysit sisaltavat usein
tilanteita, missa metallimateriaalin fysikaaliset ominaisuudet muuttuvat voimakkaasti
lampovuon ylittdessd maaratyn rajan. Vastaavia tilanteita l6ydetddn myo6s elementein
analysoitavista kitkakontaktimalleista otettaessa huomioon myods kontaktissa muodostuvan
lampovuon  vaikutus  kontaktipintoihin, mikd voi monissa tapauksissa muuttaa

materiaaliominaisuuksia ja sitd myota myos Kitkakontaktin tuottamaa voimaa merkittavasti.

Jatkuvuusehdot

Erityisesti laattaelementtien interpoloinnin jatkuvuusehdot voivat joskus olla hankalia
toteuttaa  siten, ettd elementti tayttdd sek& vaaditut taydellisyys-, etté
yhteensopivuusvaatimukset niin, ettd samaan aikaan kaytetyt interpolointipolynomit ovat
mahdollisimman matala-asteisia (Atluri ym., 1983; Zienkiewicz ym., 2000a; Zienkiewicz
ym., 2000b; Boffi ym., 2008). Jos esimerkiksi otetaan vaikkapa siirtyméperusteisen
elementtimenetelmén Kirchhoffin laattamalli, vaaditaan interpolointifunktioilta vahintdén
Cl-jatkuvuutta (Zienkiewicz ym., 2000a). Nain taytetdan elementin taydellisyysvaatimukset,
sisdltden jaykén kappaleen liikettd mallintavat termit ja taipumaa riittavalla tarkkuudella
approksimoivat, vahintdén toista astetta olevat termit. Liséksi yhteensopivuusvaatimukset
edellyttavat interpolointifunktion ja sen derivaatan jatkuvuutta elementisté toiseen, eli siis
Cl-jatkuvuutta. Tdméa tilanne johtaa kuitenkin ei-toivottuihin vapausasteisiin ja mikali
jatkuvuusvaatimusta vain lievennetadn, ei elementti ole endd valttamatta integroitavissa, ja

ainakin siitd tulee epayhteensopiva eli ei-konforminen elementti.

Epdyhteensopiva laattaelementti voi kuitenkin olla joissain tapauksissa kelvollinen
edellyttden tietysti, ettd elementti on numeerisesti stabiili. Siirtyméperusteisessa yhden
muuttujan elementtimenetelmédssa matalampiasteisempaan interpolointiin  perustuvien
elementtien kehitys on osoittautunut kuitenkin hankalaksi tehtdvaksi (Cook ym., 2001,
Bathe, 1996; Zienkiewicz ym., 2000a). Yksi ratkaisu tdhan ongelmaan on kehittéda elementin
funktionaaleja siten, ettd ne ovat integroitavissa my0s matalampiasteisten polynomien
ollessa kyseessa séilyttéen samalla myds numeerisen stabiiliutensa. Tdmé lahestymistapa
johtaa asianmukaisten sekaelementtien soveltamiseen, silla useiden sekaelementtityyppien
jatkuvuusvaatimukset ovat lievempid verrattuna siirtyméperusteiseen

elementtimenetelmaan.
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Esimerkiksi aiemmin mainitun Kirchhoffin laatan Hellinger-Reissnerin tai Veubeke-Hu-
Washizun funktionaaliin perustuva sekaelementtiversio edellyttdd, ettd muuttujajoukosta
vihintaan yhden muuttujan interpolointi on toteutettu vahintaan C°-jatkuvasti (Zienkiewicz
ym., 2000a). Muut interpolointifunktiot voivat useimmissa tapauksissa olla epéjatkuvia,
jolloin jatkuvuusehtojen tayttdminen on huomattavasti helpompaa ilman ei-toivottuja
vapausasteita, kuin jos tilannetta verrataan yhden muuttujan siirtymaperusteiseen

elementtimenetelmaan.

2.3.3 Sekaelementtien numeerinen stabiilius

Sekaelementtien ~ ominaisuuksia  kuvaava  differentiaaliyhtdloryhma  muodostetaan
elementiltd vaadittavien fysikaalisten ominaisuuksien funktioiden muodostamalla
variaatiofunktionaalilla (Atluri ym., 1983; Zienkiewicz ym., 2000a). Kasiteltdessa
kappaleiden  mekaanisia ominaisuuksia  analysoivia  elementtejd,  tunnetuimmat
variaatioperiaatteet perustuvat joko elementin potentiaalienergian minimointiin tai
vaihtoehtoisesti virtuaalisen tyon periaatteeseen. Sekaelementtimenetelmdsséd kaytetdén
usein potentiaalienergian minimointia, silld teoriana se soveltuu paremmin analysoimaan

useiden muuttujafunktioiden keskindisia suhteita.

Mahdollisesti tunnetuimmat, erikseen nimetyt sekaelementtimenetelméssa sovellettavat
funktionaalit lienevat Hellinger-Reissner-funktionaali (Hellinger, 1914; Reissner, 1950) ja
Veubeke-Hu-Washizu-funktionaali (Washizu, 1975). Néista Hellinger-Reissner-funktionaali
on kahden tuntemattoman muuttuja-avaruuden, siirtymien ja jannitysten suhteen maarittava
funktionaali.  Veubeke-Hu-Washizu-funktionaali on Hellinger-Reissner-funktionaalia
kehittyneempi sen sisaltdessa my6s materiaalin  venymien analysointiin soveltuvan
muuttujakentén, minka vuoksi tdhén funktionaaliin perustuvia elementteja usein kéytetdan
enemman. Na&iden lisdksi tunnettu sekaelementtifunktionaali on siirtymid ja paineita
jannitysperiaatteella approksimoiva, kokoonpuristumattomien materiaalien analysointiin
tarkoitettu funktionaali, mutta sitd ei ole nimetty kehittgjiensd mukaan. Itse asiassa sillé ei

ole mitaan erikseen vakiintunutta nimitysta.



31

Sekaelementtida  madrittdvan  funktionaalin  diskretoidun  diffenretiaaliyhtaloryhmén
ratkaistavuus on koko menetelmén soveltamiskyvyn kannalta kriittinen asia (Zienkiewicz
ym., 2000a; Wriggers, 2008). Sekaelementtia madrittavista differentiaaliyhtéloista
muodostettavat matriisit voivat useissa tapauksissa olla singulaarisia, jolloin ne eivét ole
ratkaistavissa. Tama on yksi sekaelementtimenetelman rakenteellisista ongelmista ja téssé
suhteessa sekaelementtimenetelmd my6s poikkeaa paljon vastaavasta redusoitumattomien
elementtien laskentamenetelman vakioitujen gradienttitermien ehdoista, mitka tayttyvat
ldhes aina elementtikohtaisten jatkuvuusehtojen tayttyessd (Wriggers, 2008; Zienkiewicz
ym., 2000a). Myos hybridielementtimenetelméssa ratkaisun loytdminen yhtaloryhmélle on

usein suoraviivaisempaa kuin sekaelementtimenetelméassa (Atluri ym., 1983).

Sekaelementtien  muuttujavektorin  toisiotermien  lukumaérd, jotka siis voidaan
matemaattisesti itse asiassa ymmaértdd myos Lagrangen kertoimina, ja niitd matriisissa
vastaavat yhtdlot madrittdvat systeemin ratkaistavuuden. Taman ongelman tarkemman
tarkastelun alle otetaan Hellinger-Reissner-funktionaaliin perustuva siirtymien ja jannitysten

ratkaisemiseen soveltuva elementtityyppi (Zienkiewicz ym., 2000a);

_ o l GiTGi _ _ _ _
. =|c6"S'u dQ-= dQ—|u'"f! dQ—|u'"f! dT, 2.54
HR ('[G 2'[ = £ s 'r[ p ( )

i
Q

missd ¢ on elementin i jannitysvektori, L differentiaalioperaattori, u siirtymavektori, E
kimmomatriisi, sekda fs ulkoisten tilavuusvoimien ja f, ulkoisten pintavoimien vektorit.
Integrointialue Q tarkoittaa elementin integroitavia kokonaisulottuvuuksia, eli esimerkiksi
tilavuuselementin tapauksessa tilavuutta ja I' redusoitua integrointialuetta, eli esimerkiksi
valittua pintaa vektorin f, madritellessa talla alueella vallitsevat pintavoimat. Hellinger-
Reissnerin funktionaaliin perustuva sekaelementti saadaan diskretisoituun muotoon
muodostettaessa sekajdykkyysmatriisi elastisen energian ja tuntemattomien muuttujien
Jacobin-muunnoksella. Taman jalkeen asetetaan tuntemattomina muuttujina olevien

jannityksien ja siirtymien, sek& ulkoisten voimien vektori tutunnikdiseen muotoon;

Kicm Kiou Ac' _ f;_xt(l) (2.55)
K:JTU 0 Aui felxt(z ’



32

missé
iTy /i
Kimz—jv V dQ, K., =[VTB' dQ,
Q Q
(2.56)
fli =0 ja flo = [ST dQ+[STE) dr,
Q r

missda V on jannityskentdn interpolointifunktio, B kinemaattinen matriisi ja S

muotofunktiomatriisi.

Yhtaloryhma 2.55 on ratkaisematon, mikdli muuttujavektorin ensittermeja, eli t&ssa
tapauksessa jannitystermeja on véhemman kuin siirtymatermeja. Tahan tulokseen paastaan,
kun perehdytddn Babushka-Brezzin osoittamaan ehtoon (Babushka, 1973; Brezzi, 1974).
Tama ehto on johdettavissa eliminoimalla sekaelementtiyhtélostda Schurin lausetta
noudattaen ensiémuuttuja Ae (Wriggers, 2008), jolloin paéstdéan muotoon;

KT (KK Jau = £ + KD (KD, (2.57)

jolloin edellytyksend ratkaisun I6ytymiselle on, ettd matriisi Ko ei saa olla singulaarinen
(Wriggers, 2008; Zienkiewicz ym., 2000a). Muussa tapauksessa yhtalon 2.55 tuntemattomat
jannitysalkiot nollautuvat tehden yhtélostd ratkaisemattoman tai vaihtoehtoisesti
mahdollistaen useat ratkaisut. Toisiomuuttujia mééarittdvaad vektoria Au ei myoskaan voida

madritelld yksikéasitteisesti, mik&li sulkujen sisalla oleva kerroinmatriisi

KI (KL, )KL (258)
on singulaarinen. T&std seuraa, ettd singulaarisuus valtetadn Babushka-Brezzin ehdolla;
(2.59)

missd n, on jannityskenttdd ja ny vastaavasti siirtymakenttdd interpoloivien solmujen

vapausasteiden lukumaara.
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Kun Babushka-Brezzin ehto (yhtdlo 2.59) on téaytetty, kykenevat sekaelementille asetetut
reunaehdot yleensd poistamaan matriisiyhtalon singulaarisuuden, kuten on laita myos
tavanomaisen siirtymiin perustuvan elementtimenetelman tapauksessa. Asia ei kuitenkaan
valttamattd ole kaikissa tapauksissa ndin, vaan singulaarisuutta ja sitd myota
ratkaisemattomuutta voi toki esiintyd, vaikka tdma ehto tayttyisikin (Zienkiewicz ym.,
2000a). Syytd on myos korostaa, ettd vallitsevan ehdon téyttdminen ei ole vain
sekaelementtikohtaista, vaan  myods useiden  sekaelementtien  systeemin  on
kokonaisuudessaan noudatettava Babushka-Brezzin ehtoa. Tasta seuraa, ettd esimerkiksi
yksittdinen sekaelementti voi olla singulaarinen ja sitd myoté vailla yksikasitteista ratkaisua,
mutta sama sekaelementti voi osana sopivan elementtiverkon muodostamaa, sopivasti

rajoitettua systeemid, ollakin ratkaistavissa (Zienkiewicz ym., 2000a).

Babushka-Brezzin tasapainoehtojen tayttyminen voidaan ratkaista helposti kayttéden
elementin patch-testausta. Tassd ldhestymistavassa keskeistd on elementtikohtaiset
edellisessd kappaleessa esitetyt muuttujakenttid interpoloivien solmujen vapausasteiden
suhteet. My0s asetetut rajoitteet luonnollisesti méérittavat, milloin elementtisysteemista
tulee ratkaistava. Kuvassa 3 on néhtdvissa esimerkki kaksiulotteisen laatan patch-

testauksesta. Siirtyméasolmuissa oletetaan olevan kaksi vapausastetta ja jannityssolmuissa

kolme.
~
0 0 0 0 [ [
Ol
0 0 0 0 [ [
Ei reunaehtoja
;7(_:1}{3:3 170_:4}{3:12 770:8}{3:24
n=4x2=8 n=8x2=16 n =13x2=26
u u u
(hylatty) (hylatty) (hylatty)

Reunaehdot; Harmaat solmut kiinnitetty

n =1x3=3 n =4x3=12 n =8x3=24
o {35 g
17”:4}{2-2:6 ;7”:8}{2-2:14 17”:13X2-2:24
(hylatty) (hylétty) (hyvaksytty)

Reunaehdot: Harmaat ja mustat solmut kiinnitetty

;7G:1X3:3 17{;:4}{3:12 17(;8}{3:24
;7”:4}{2-4:4 17”:8}{2-4:12 ;1”:13}{2-4:22
(hylatty) (hyvaksytty) (hyvaksytty)

Kuva 3: Sekaelementtien patch-testaus
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2.4 Esimerkkeja sekaelementeista

2.4.1 Veubeke-Hu-Washizu-sekaelementit

Edellisessa luvussa on esitelty Hellinger-Reissner-funktionaaliin perustuva sekaelementti
(Hellinger, 1914; Reissner, 1950; Zienkiewicz ym., 2000a), missa tuntemattomina
muuttujina  ovat siirtymat ja jannitykset. Kyseinen sekaelementti edellyttéda
siirtymafunktioilta C°-jatkuvuutta, mutta jannityskentan interpoloinnin sita vastoin sallitaan
olevan epdjatkuva. Hellinger-Reissner-funktionaalia on laajennettu sittemmin Veubeke-Hu-
Washizu-funktionaaliksi (de Veubeke, 1972; Washizu, 1975), missad edelld mainittujen
muuttujakenttien lisdksi my6s venymakenttdd approksimoidaan. Tama funktionaali on

muotoa;

My = %jsiTEisi d- 6" [e' —Lu'|do - [u™f! do - [u"f} dr, (2.60)
Q Q r

Q

missd € on elementin 1 venymdvektori, E kimmomatriisi, o jannitysvektori, L
differentiaalioperaattori seka fs ja f, ulkoisten voimien vektorit. Integrointialueet noudattavat
samaa logiikkaa kuin siirtyma-jannitys-sekaelementinkin tapauksessa. Diskretisointi johtaa
Veubeke-Hu-Washizu-funktionaalin matriisimuotoon (Zienkiewicz ym., 2000a);

K K. 0 ||Ag 0
KT 0 K. |As'|=| 0 |, (2.61)
0 KL 0 [Au'| |fie

missa
Ki, = [Z"E'Z' dO, K., =[VTB' dQ,
Q Q
(2.62)
Ki, =-[z"V'do ja fluw = [STH dQ+ [STF, dr.
Q Q r



35

Yhtélossa 2.62 Z on venyma- ja V jannityskenttadd interpoloiva matriisi, B kinemaattinen
matriisi ja S muotofunktiomatriisi. Babushka-Brezzin tasapainoehdot (Babushka, 1973;

Brezzi, 1974; Zienkiewicz ym., 2000a) talle sekaelementtityypille mééritetddn seuraavasti;

& (2.63)

missd n, on venymien, ny Ssiirtymien ja n, jannitysvapausasteiden elementti- tai
systeemikohtaiset lukumaarat. Kuten myds Hellinger-Reissnerin funktionaaliin perustuvan
sekaelementin tapauksessa, on namékin ehdot tdytettdvda sekaelementin numeerisen
ratkaistavuuden lahtokohtaiseksi takaamiseksi. Koska Veubeke-Hu-Washizun funktionaali
on Hellinger-Reissnerin funktionaalista muodostettu jatkokehitelm&, nahddan myos
tasapainoehdoissa samankaltaisuuksia. Tasapainoehtojen johtaminen tassé
sekaelementtityypissd tapahtuu redusoimalla valittua satunnaiskerrointa kayttamalla ensin
venymakenttd sekaelementistd, minké jalkeen jaljelle jaanyt kahden muuttujan yhtaléryhma
ratkaistaan uudelleen redusoimalla matriisia Schurin lausetta soveltaen, kuten tehddn
Hellinger-Reissnerin elementinkin tasapainoehtoja maariteltdesséd (Wriggers, 2008; Simo
ym., 1985).

Veubeke-Hu-Washizun funktionaaliin perustuvan sekaelementin sovellusmahdollisuuksia
hankaloittavat merkittavasti varsin vaativat Babushka-Brezzi-ehdot, minkd seurauksena
sopivien,  numeerisesti  tasapainoisten ja  valituille  analyyseille  soveltuvien
sekaelementtikonstruktioiden muodostaminen k&y hankalaksi (Zienkiewicz ym., 2000a).
Taman johdosta mainitusta sekaelementtityypistd on kehitetty numeerisesti stabiilimpi
versio, missa venymakentdn méarittely poikkeaa jonkin verran perinteisestda Veubeke-Hu-
Washizu-funktionaalista. Tdma paranneltu funktionaali on muotoa (Zienkiewicz ym., 1987;

Zienkiewicz ym., 2000a);

K. K. K|y 0
g, =K 0 0 | Ae' |=]| O |, (2.64)

[or3

iT i i i
K ug 0 K uu Au fext(s)
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missé
Ki, = [ZLE'Z}, d, Ki, = [z V' do, Ki, = [ZLE'B' dQ,

Q Q Q

(2.65)

K}, = [BTE'B' dQ ja flqe = [STF dQ+ [STF} dI.

Q Q r
Taman sekaelementin Babushka-Brezzin ehdot ovat muotoa (Zienkiewicz ym., 1987);
n, +Ngy 2N, (2.66)

missd ny on siirtymien, nen venymien ja n, jannitysten vapausasteet. Kuten Babushka-
Brezzin ehdosta ndhdaan, on tdiman ehdon tayttdminen huomattavasti helpompaa verrattuna
alkuperéisen Veubeke-Hu-Washizu-funktionaaliin perustuvan sekaelementin

tasapainoehdon tayttamiseen.

Suorakaidetyyppinen elementti, mit4 kehittdjiensd mukaan joissain lahteissa kutsutaan myos
Simo-Rifai-suorakaiteeksi (Simo ym., 1990), on erikoistapaus ylla esitellysta,
stabiilimmasta Veubeke-Hu-Washizu-kehitelmasta (Zienkiewicz ym., 2000a). Simo-Rifai-
sekaelementissd muuttujina ovat ainoastaan venymat ja siirtymat. T&ma versio on tarkoitettu
nimensd mukaisesti tasoanalyysiin ehkdisten lukkiutumisilmi6td lukuun ottamatta
kokoonpuristumattomia tapauksia. Myos muita kehitelmid esitetyistd sekaelementtityypeista
on tehty, naitd voi I0ytdd muun muassa l&hteista (Andelfinger ym., 1993; Bischoff ym.,
1999; Li, 2007; Alsafadie ym., 2010).
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2.4.2 Kokoonpuristumattomuutta analysoivat elementit

Kokoonpuristumattomien materiaalien analysointi on sekaelementtimenetelmén keskeinen
sovelluskohde. Hellinger-Reissner- tai Veubeke-Hu-Washizu-funktionaaliin perustuvat
elementtityypit kykenevat numeerisesti kasittelemddn my6s kokoonpuristumattomia
materiaaleja, mutta niiden laskentateho ja numeerinen tarkkuus eivat yleensd ole
parhaimmillaan analysoitaessa taméntyyppisid materiaaleja (de Veubeke, 1972; Washizu,
1975; Atluri ym., 1983; Zienkiewicz ym., 2000a; Wriggers, 2008). Lisdksi haasteita
aiheuttavat Babushka-Brezzin sdinnot, jotka ovat varsin jyrkat erityisesti alkuperdisté
Veubeke-Hu-Washizu-sekaelementtia ajatellen (Zienkiewicz ym., 2000a). Muun muassa
naiden syiden vuoksi kokoonpuristumattomien materiaalien analyyseja toteutetaan yleensa
kayttamalla tahan tarkoitukseen sopivaa sekaelementtityyppid, missa tuntemattomina
muuttujina ovat siirtymét ja paineet. Painekenttdd tosin approksimoidaan deviatorisella
jannitykselld (Zienkiewicz ym., 2000a), mikd voi joissain tilanteissa olla syytd ottaa

huomioon taman sekaelementtityypin ominaisuuksia pohdittaessa.

Siirtymét ja paineet tuntemattomina muuttujina pitdvd sekaelementtityyppi perustuu

erikseen nimeaméattémaan funktionaaliin (Herrmann, 1968; Zienkiewicz ym., 2000a);

[oe"Eye! d+ [&Tmp' dQ - [ouf) do - [su"f, dr
Q Q Q r
1p

_ , (2.67)
jép{st‘ _p_l} dQ
o K

missd € on virtuaalisen venyman vektori, Eq deviatorinen kimmomatriisi, p vallitsevan
paineen termi, K puristuvuuskerroin, u siirtymévektori, sekd fs ja f, ulkoisten voimien
vektorit. Funktionaalissa esiintyvét integrointirajat Q ja I' merkitsevét integrointia joko koko
avaruuden (Q) tai sitten valitun pinnan (I') yli. Vektori m on projektiovektori, mika

kolmiulotteisessa tapauksessa noudattaa muotoa;

m=[1110 0 0]. (2.68)
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Toisin kuin Hellinger-Reissner- tai Veubeke-Hu-Washizu-funktionaalien kohdalla, ei talle
funktionaalille eik&d yleensdkddn kokoonpuristumattomia materiaaleja analysoivien
sekaelementtien funktionaaleille ole vakiintunut mitdan erisnimea (Zienkiewicz ym., 2000a;
Wriggers, 2008). Sama patee myds moniin  lampovuota  approksimoiviin
sekaelementtityyppeihin. Funktionaalin diskretisointi Lagrangen kerrointen menetelmalla

johtaa helpommin kasiteltavdan matriisimuotoon (Herrmann, 1968);

{KT Kip }{AUT}P&@] (2.69)
Ko —Ko AP 0

missa painevektorin Ap voidaan nahda olevan matemaattisessa mielessa myods Lagrangen

kerroinvektori. Diskretisoidun muodon alimatriisit ovat;

Ki, = [BTE\B' dQ, Ki, = [BTmV} dQ,
Q Q
(2.70)
. ViTVi . . 3 . 3 .
KL :j% aQ ja floe = [STF dQ+ [STF, dT,
Q Q r

miss& B on Kkinemaattinen matriisi, Vp painekentdn interpolointimatriisi ja S
muotofunktiomatriisi. Tamé& sekaelementtityyppi tayttdd Babushka-Brezzin tasapainoehdon,
kun siirtymdsolmujen vapausasteiden maara on suurempi kuin painekentt&a interpoloivien
vapausasteiden lukumé&&rd. Tama osoitetaan yhtalolla (Herrmann, 1968; Zienkiewicz ym.,
2000a);

(2.71)

missd ny on siirtymien ja np paineiden vapausasteiden lukumaard. Tamén tasapainoehdon
toteuttaminen on huomattavasti helpompaa, kuin esimerkiksi Hellinger-Reissner-, tai
Veubeke-Hu-Washizu-funktionaaleihin perustuvien sekaelementtien tapauksissa.
Siirtymésolmuja on yleensa helpompi lisatd tarvittaessa ja koska interpolointikentan
jatkuvuusehdot koskevat ainoastaan niitd, saavutetaan numeerinen stabiilius yleensa

suhteellisen helposti.
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Stabiiliusehtoja havainnollistetaan kuvilla 4 ja 5, joista erityisesti kuvasta 4 havaitaan
selkeésti, ettd tdmantyyppiset sekaelementit vastaavilla reunaehdoilla verrattuna esimerkiksi

Hellinger-Reissner-sekaelementin patch-testien tuloksiin ovat huomattavasti toimivampia.

My My
] O (] (] ] (]
O
] O] (] ] ] ]
p— S )
Ei reunaehtoja
n=1x1=1 n=4x1=4 n=8x1=8
P P P
n=4x2=38 n=8x2=16 n =13x2=26
1 U 12
(hyvaksytty) (hyvaksytty) (hyvaksytty)

Reunaehdot: Harmaat solmut kiinnitetty

n=1lxl=1 n=4x1=4 n=8x1=8

P P P

n=4x2-2=6 n=8x2-2=14 n=13x2-2=24
(hyvaksytty) (hyvaksytty) (hyvaksytty)

Reunaehdot: Harmaat ja mustat solmut kiinnitetty

n=1x1=1 n=4x1=4 n=8x1-=8

}] p p

171[:4}{2-4:4 ;7”:8){2-4:12 ;7[[:13}{2-4:22
(hyvaksytty) (hyvaksytty) (hyviksytty)

Kuva 4: Siirtyma-paine-elementin patch-testaus

Koska kyseessd on kuitenkin painekenttdd simuloiva sekaelementti, voidaan sitd kayttaa
myo6s painekentan yleiseen analysointiin. Tallaisissa tapauksissa voidaan térméata kuitenkin
tilanteeseen, missé elementtisysteemille  asetetaan reunaehdoiksi  reunasolmujen
kiinnittdminen kauttaaltaan. Tallaisissa tilanteissa, erityisesti mikali elementteja on tarkoitus
Syysté tai toisesta kayttdd melko vahan, voivat tasapainoehtojen asettamat rajat kuitenkin
tulla vastaan varsin nopeasti (ks. kuva 5). Taménkaltaisissa tilanteissa nimittain reunaehdot
koskettavat usein ainoastaan siirtymasolmuja ja erityisesti yksinkertaisilla elementeilld
asetetut reunaehdot helposti véhent&dd systeemin siirtymadvapausasteiden maérad liian
pieneksi verrattuna painevapausasteiden maaraan, jolloin Babushka-Brezzin ehto ei tdssa
tilanteessa en&da tayty. Tama ongelma on kuitenkin korjattavissa viimeistdén tihentaméalla
elementtiverkkoa riittdvasti. Toinen vaihtoehto on kayttd4 sekaelementtejd, joissa painetta
interpoloivia solmuja on vdhemman ja siirtymdsolmuja vastaavasti enemman (esimerkiksi

Lagrange- tai Serendip-tyyppiset elementit).
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Kokoonpano A Kokoonpano B
® ® ® o ® ® ® ®
O a O O
O O] ® o C @ ®
[] [] [] []
L 4 ® O ®
O O O O
[ U = O O @
O a O O
® ® e o ® ® L  J
Reunaehdot: Mustat solmut kiinnitetty

Harmaita solmuja ei ole olemassa lainkaan

Kokoonpano A Kokoonpano B
n=4x1=4 n =16x1=16
P P
n=1x2=2 n=5x2 =10
7] 2]
(hylatty) (hylatty)
Reunaehdot: Mustat solmut kiinnitetty

Harmaat solmut olemassa, ei rajoitteita

Kokoonpano A Kokoonpano B
n=1x1=1 n =16x1=16
p P
n=4x2=4 n=9x2=18
iU i
(hyvéksytty) (hyvéksytty)

Kuva 5: Siirtyméa-paine-elementtikokoonpanojen patch-testaus

Kokoonpuristumattomille materiaaleille soveltuvasta siirtymé-paine-elementista on kehitetty
my0s venymid approksimoiva sekaelementtikonstruktio. T&t4d sekaelementtityyppid
kutsutaan joissain lahteissd myos B-Bar-elementiksi (Zienkiewicz ym., 2000a). Kyseessd on
siis kolmen tuntemattoman muuttujakentdn sekaelementtityyppi, missa tuntemattomina
muuttujina ovat siirtymadt, paineet ja venymdat. Tdmén sekaelementtityypin fysikaaliset

ominaisuudet maarittava funktionaali voidaan kirjoittaa muodossa;

11

UPE

=3ja”E;ai +e Kigl dQ+jp‘(mTa‘ —g\‘,)dQ—Ju”f; do-[uf, dr,  (272)
ZQ Q Q r

missd € on venymavektori ja ey volymetrisen venymén termi.
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Yhtalon 2.72 muut symbolit ovat esitelty muiden sekaelementtityyppien yhtaldissé.
Funktionaalille ei ole mitddn erityistd nimed ja diskretisoitaessa se ratkaistavaan
matriisimuotoon saadaan yht&lo;
K, K 0 [Au'| |flw
K 0 —KL|ap'|=] 0 |, (2.73)
0 -K% K |lAe) | |fl

missa

Kl = [Z)V d ja K, =[Z]K z, do, (2.74)
Q Q

missd Zv on volymetristd venymaa approksimoiva interpolointimatriisi. Muut yhtélon 2.73
alimatriisit, joita ei ole esitelty yhtalossé 2.74, ovat identtisia siirtyma-paine-elementtityypin
vastaavien alimatriisien kanssa. Taman sekaelementtiversion selkeand etuna on
mahdollisuus  volymetrisen venyman approksimointiyhtalon eliminointiin, minka
seurauksena tastd sekaelementistd muodostuu siirtyma-paine-sekaelementti. T&ma
mahdollistaa myds saman Babushka-Brezzin tasapainoehdon soveltamisen, kuin siirtymé-
paine-sekaelementinkin tapauksessa (Zienkiewicz ym., 2000a). T&std seuraa, ettd sopivien
elementtikonstruktioiden loytdminen helpottuu, kun erikseen ei tarvitse huomioida

volymetrisen venymékentén numeerista stabiiliutta verrattuna muihin muuttujakenttiin.

Koska sekaelementteji kaytetddn paljon kokoonpuristumattomien materiaalien tutkimiseen,
on niiden parissa tehty myos paljon jatkokehitystda verrattuna téssa tyossa esiteltyihin
perusratkaisuihin.  Esimerkiksi  sekaelementtityypille  tehokkaita iterointi-  ja
integrointimenetelmid on etsitty muun muassa Zienkiewiczin ym. (1984) tutkimuksissa,
numeerista stabiilisuutta niin painekentén kuin yleensékin elementtikonstruktion suhteen on
kirjoitettu julkaisuja esimerkiksi Malkusin ym. (1978), Brezzin ym. (1984), Ofaten (1998)
ja Zienkiewiczin ym. (1991) tyon tuloksena.
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3. Sekaelementit ja absoluuttisten solmukoordinaattien menetelma
3.1 Siirtyma-jannityselementti

3.1.1 Siirtyma-jannitys-sekaelementtikonstruktio

Siirtymét ja jannitykset tuntemattomina muuttujina sisdltdva sekaelementtityyppi
(Zienkiewicz ym., 2000a) on esitelty absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmalld
lausuttuna tilavuuselementtina ACMD 2012 konferenssissa (Altarriba ym., 2012). Tama
elementti on valittu ensimmadiseksi tutkimuskokeiluksi sen ominaisuuksien suhteellisen
yksinkertaisuuden vuoksi. Jannitykset ja siirtymat ovat toisistaan riippuvia suureita, niiden
soveltamista rakenneanalyyseihin on tutkittu paljon ja tavanomaiseen elementtimenetelmaén
perustuva sekaelementti on tulosten vertailemiseksi helppo kehittdd. Valittu sekaelementti
perustuu Hellinger-Reissner-funktionaaliin (Hellinger, 1914; Reissner, 1950) ja se on
esitelty tarkemmin luvussa 2.3.3.

Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmdssd elementistda valittu satunnainen piste
lausutaan yhtalolla (Shabana, 1996; Shabana, 2008; Shabana, 2010);

r'=Siel (3.1)

missda S on elementin I muotofunktiomatriisi ja e elementin solmujen asema- ja
orientaatiovektori. Koska t&ssd tapauksessa mallinnettavaksi on valittu kahdeksan
siirtymasolmua siséltava tilavuuselementti, maaritetd&n solmujen asemat ja orientaatiot

seuraavasti;

. i . . .7
ar1Ix arly ar1I ar1Ix arSI z

z

XX ox  ox oy oz

(3.2)

Valitun sekaelementtikonstruktion muotofunktiot asetetaan muotofunktiomatriisiin vinottain

ulottuvuusriippuvaisten yksikkdmatriisien (téssé tapauksessa siis 3 x 3) avulla;

S'=|Sil, Sil, Sil, Sil, Sil, .. Sil. (3.3)
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Absoluuttisten  solmukoordinaattien menetelmdn  mukaan valitun  sekaelementin
siirtymasolmut lausutaan siis absoluuttisen, eli globaalin koordinaatiston origon suhteen
rilppumatta sekaelementin asemasta tai orientaatiosta valitussa koordinaatistossa tai
elementtikokoonpanossa. Sekaelementin ollessa kyseessd haasteeksi kuitenkin nousee
jannityskentalle valittava koordinaatisto. Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelma
nimityksensé perusteella tietysti vaatisi, ettd myds jannitykset tulisi lausua globaalin origon
suhteen kaikissa tilanteissa. Tallainen I&hestymistapa aiheuttaisi kuitenkin hankaluuksia,
silld jannitykset ovat fysikaalisena suureena erittdin riippuvaisia elementissé tapahtuvista
muodonmuutoksista. Vaikka niiden lausunta globaalin origon suhteen voitaisiin
matemaattisesti toteuttaakin, muuttuisi ndin toimittaessa niiden selked ilmaiseminen
analysoijalle hankalaksi. Esimerkiksi Euler-Bernoullin palkin taivutustapauksessa on selvéa,
ettd palkissa vallitseva taivutusjannitys on suunnaltaan vastakkainen palkin neutraaliakselin
molemmin puolin (Gere ym., 1990). Mikali mainittu jannityskenttd mallinnetaan
analysoitavan palkin lokaalin koordinaatiston suhteen, mita tuolloin my6s neutraaliakselin
voidaan olettaa noudattavan, on simuloinnin tulosten kasittely analysoijalle selked&. Jos
jannityskentt&d approksimoidaan taas globaalin origon suhteen, on tulosten tulkinta hankalaa
jannitystermien ollessa lausuttuna palkin suhteen satunnaisessa asemassa olevien globaalien
koordinaattiakselien suhteen. Jannitysgradientein voisi toki etsid jannityskentdn
kasvusuuntaa valituissa pisteissd, mutta on syytd muistaa, ettd jokainen laskentaprosessi
vaatii sekd laskentatehoa ettd aiheuttaa erityyppisid, kumuloituvia numeerisia virheitd
lopputulokseen. Valitaan siis t&ssd tapauksessa jannitykset lausuttaviksi sekaelementin

lokaalin koordinaatiston suhteen.

Sekaelementin kinemaattinen matriisi (Zienkiewicz ym., 2000a) maaritelladn yhtaloll;
B'=LS', (3.4)
missd muotofunktiomatriisia S kertova matriisi L on systeemin differentiaalioperaattori

(Cook ym., 2001; Bathe, 1996; Zienkiewicz ym., 2000a). Miké&li sekaelementissa ilmenevat

muodonmuutokset oletetaan lineaarisiksi, lausutaan venyméavektori seuraavasti;

Ag' =Be', (3.5)
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Systeemin epdlineaarisointi  voidaan teoriassa toteuttaa kinemaattisen matriisin
epélineaarisoinnilla (Cook ym., 2001; Bathe, 1996). T&ssa tutkimuksessa ei ndin ole
kuitenkaan toimittu systeemin yksinkertaistamiseksi tutkimuksellisista syistd. On kuitenkin
syytd huomioida, ettd tulevissa tutkimuksissa on tdhan seikkaan syytéd kiinnittdd huomiota.
Lineaaristen venymien mallinnuksen siséltdvan elementin suoritus- ja sovelluskyky on

kuitenkin huomattavan rajallinen verrattuna epdlineaarisesti lausuttuihin venymiin.

Jannityskenttdd interpoloivat funktiot asetetaan interpolointimatriisiin muotofunktioiden
tapaan huomioiden, ettd tdssd tapauksessa kaikki jannityskomponentit sisdltden siis
normaali- ettd leikkausjannitykset, mééaritetdan erikseen (Zienkiewicz ym., 2000a);

Vi=\V'l, VI, VI, ... Vyl,|, (3.6)
missd V1...20 0n jannityskenttad interpoloiva funktio ja ls 6 X 6-tyyppinen yksikkomatriisi.

Tuntemattomat jannitysmuuttujat lausutaan vektorilla;

. . . . ST
1 1 1 1 1
v O Ty Ty T -0 Tooxe] o (3.7)

¢ =0, o)
missd termit oj; ovat alaindeksissd nimetyn akselin suuntaisia normaalijannityksia ja Tijk
vastaavia leikkausjannityksid. Jannityskentissa tapahtuvat muutokset madritelldan

vektorimuodossa siirtymékentan tapaan;

Ac' =V'e'. (3.8)

Hellinger-Reissner-funktionaali maarittdd materiaalissa ilmenevien muodonmuutosten ja
niista seuraavien jannitysten suhteen (Hellinger, 1914; Reissner, 1950; Zienkiewicz ym.,

2000a). Ulkoiset voimat huomioiden kirjoitetaan Hellinger-Reissner-funktionaali muotoon;

j[Ac'TAs Ac'T(E) 1Ac‘jdV—jr”f; dv - [rf; dA, (3.9)
\ A

\

missé E? on materiaalin kaanteinen kimmomatriisi, ja vektorit fs ja f, maarittavat

kappaleeseen vaikuttavia ulkoisia voimia.
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Ké&énteinen kimmomatriisi (Gere ym., 1990) lausutaan seuraavasti;

A |
E' E' E'
v v
E' E' E'
v v 1
Pl Ei Ei Ei
g "= orsv] : (3.10)
Ei
2(l+v')
Ei
2(l+v‘)
L E'

missé v on materiaalikohtainen Poissonin suppeumakerroin ja E kimmokerroin. Elementin

elastinen energia maaritetadn integroimalla funktionaalin materiaaliominaisuustermit;
i 1
= j[As'TAG' —EAG'T(E)' lAc'j v, (3.12)
\

jolloin elastiset voimat méaé&ritetddn muodostamalla elementin elastisen energian yhtalosta
Jacobin matriisi tuntemattomien muuttujien vektorin suhteen. T&t& l&hestymistapaa ovat

kéyttdneet muun muassa Escalona ym. (1998) ja Dmitrochenko ym. (2003);
e p— (3.12)

missad tuntemattomien muuttujien vektori g siséltaa siirtymien ja jannitysten vektorit;

q‘:[ciT e”]T. (3.13)
Vastaavasti sekaelementin jaykkyysmatriisi muodostetaan elastisten voimien vektorista

Jacobin matriisi tuntemattomien muuttujien vektorin suhteen;

_ o

K' L
oq'

(3.14)
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Sekaelementtien  numeerisen  tasapainon  edellytyksend ovat Babushka-Brezzin
tasapainoehtojen tayttaminen (Babushka, 1973; Brezzi, 1974; Atluri ym., 1983; Zienkiewicz
ym., 2000a). Siirtyma- ja jannitysmuuttujat sisaltavéa Hellinger-Reissner-funktionaaliin
perustuva sekaelementtityyppi edellyttaa, ettd jannitysvapausasteita on systeemissé aina yhta

paljon tai enemman numeerisen vakauden saavuttamiseksi;

n_>n,. (3.15)

Lausuttaessa sekaelementtityyppi absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmallg, ei tdhan
ehtoon ole havaittu tulleen muutoksia. Td&m& on seurausta siitd, ettd tarkasteltaessa
sekaelementtiyhtaloé;

e[z

havaitaan jaykkyysmatriisin K noudattavan tavanomaisen elementtimenetelman vastaavan
sekaelementtityypin matriisirakennetta (Zienkiewicz ym., 2000a; Wriggers, 2008), missé

Siis

I {Ki"“ Ki"”} (3.17)

KT 0

jolloin my06s t&ssd tapauksessa voidaan ensiOmuuttujana toimiva jannitysvektori Ae

eliminoida Schurin lauseella (Wriggers, 2008), jolloin saadaan tutunndkdinen matriisiyhtalo;
KL K et =~y + KK ) . (319

milloin yksikasitteisen ratkaisun l16ytymisen edellytyksena on t&ssékin tapauksessa ehto, etté
matriisi Kss ei saa olla singulaarinen (Wriggers, 2008; Zienkiewicz ym., 2000a). Koska
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmd vaikuttaa valittujen muuttujien osalta
ainoastaan siirtymavektoriin, johtaa tdma siihen, ettd tdimén sekaelementtityypin numeerisen
stabiiliuden takaamiseksi on jannityskenttda interpoloivia solmuja oltava useissa tapauksissa

paljon.
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3.1.2 Siirtyma-jannitys-sekaelementin suorituskyky

Sekaelementin ominaisuuksien testaus

Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmdlld lausutun jénnitykset ja siirtymét
tuntemattomina muuttujina siséltdvan sekaelementin ominaisuuksia testataan muutamalla
yleisluontoisella numeerisella testilla. Naisséd testeissa on kaytetty sekaelementisté
tilavuuselementtiversiota, mika siséltdd kahdeksan tdysin parametrisoitua solmua (12
vapausastetta) siirtymien approksimointiin ja 20 solmua (6 vapausastetta) jannityskentén
interpolointiin. Tama sekaelementtikombinaatio tayttdad Babushka-Brezzin tasapainoehdot,
mutta ndiden ehtojen tayttdmiseksi erityisesti jannityssolmujen maaré kasvaa valitettavan
suureksi. T&std seuraa, ett talla rajoittamattomalla sekaelementilld on 216 vapausastetta,
mit& voidaan erityisesti laskennallisen tehokkuuden n&kokulmasta pitdd huonona asiana.
Taman ja elementin lineaarisuuden vuoksi esitetddn ainoastaan muutamia numeerisia
esimerkkeja elementin suorituskyvystd. Esimerkeissd kaytetddn muuttujina taulukossa 1
madriteltyja lukuarvoja, olettaen materiaalin olevan terésta. Pituus valitaan tarkoituksella
huomattavasti leveyttd ja korkeutta suuremmaksi, tarkoituksena etsid myods elementin
suorituskyvyn rajoja, silla tilavuuselementtikonstruktiot eivét yleensé ole tehokkaimmillaan
dimensioiden ollessa suuruusluokaltaan huomattavasti toisistaan poikkeavia (Cook ym.,
2001; Hakala, 1986).

Taulukko 1: Numeerisissa testeissa kaytetyt suureet

Suure Arvo
Pituus 1m
Leveys, korkeus 0,1m
Kimmokerroin 207 GPa
Ulkoinen voima 100 kN
Leikkauskerroin 82 GPa

Ulokepalkkisysteemin rakenteeksi valitaan kuvan 6 mukainen ulokepalkki, missé
reunaehdoiksi valitaan vasemman pé&éadyn siirtymésolmujen kiinnittdminen kuvitteelliseen
seinddn. Naissa solmuissa olevat orientaatiotermit jatetd&n vapaiksi, jolloin elementin kyky
taipua on parempi (Shabana, 2008). Mikéli orientaatiotkin kiinnitettaisiin, olisi ulokepalkki
ikddn kuin betonoitu seindan siten, ettd taipumat olisivat merkittavid vasta kauempana

Kiinnitetysta paadysta.
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Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelm& mahdollistaa my0s orientaatioiden osittaisen
kiinnittdmisen, mutta t&ssé tapauksessa silld ei havaittu saavutettavan merkittdvia etuja
verrattuna orientaatioiden vapaaksi jattdmiseen. Ulkoinen voima jaetaan ulokepalkin vapaan
paadyn siirtymévapausasteille vaikuttaen positiivisen y-akselin suuntaan. N&in voidaan
toimia, silld lineaarisen sekaelementin ollessa kyseessa taipumien on oltava pienid, jolloin
arvioidaan tastd voimavektorivalinnasta muodostuva virhe vahdiseksi. Voimat voitaisiin
my0s madaritelld esimerkiksi integroimalla voima elementin tilavuuden yli, jolloin siité tulisi
esimerkiksi painovoimaan verrattava, kauttaaltaan ulokepalkkiin vaikuttava voima. Téata on
my0s kokeiltu, mutta toistaiseksi selvittamattomastd syystd ndissé tapauksissa systeemi

pyrki lukkiutumaan taivutuksessa.

A
AV Ve

LY

X
—— -
)Z/

Kuva 6: Ulokepalkkikokonaisuus

B~

M

Ulokepalkin taivutus

Verkotettaessa ulokepalkki 1...10 sarjaan asetettuun elementtiin, saadaan tuloksiksi
taulukossa 2 esitetyt taipumat. Taipuma-arvo maaritelld&dn ulokepalkin neljan vapaan paan
ulkoisen voiman vaikutuksen alla olevan solmun laskennallisen y-akselin suuntaisen
siirtyman keskiarvona. Solmuissa tapahtuu ulokepalkin taipuessa myo6s siirtymaé x-akselin
suuntaan, mutta ndméa tulokset riittdvat osoittamaan taipuman konvergoinnin suhteessa
tavanomaisessa koordinaatistossa lausuttavaan 20-siirtymd-, ja jannityssolmuiseen

sekaelementtiin.
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Taulukko 2: Tulokset taivutuskokeesta (m, y-suunta)

Elem. ANCEF (20/8)- FEM (20/20)-
Ikm sekaelementti sekaelementti
1 0,0174323 0,0152810
2 0,0183770 0,0189201
3 0,0194456 0,0198428
4 0,0197242 0,0203238
5 0,0201507 0,0206817
6 0,0205232 0,0209867
7 0,0208692 0,0212603
8 0,0211998 0,0215099
9 0,0215190 0,0217384
10 0,0218275 0,0219474

Vertailuelementiksi on valittu serendip-tyyppinen 20/20-sekaelementti sen parempien
taipumisominaisuuksien takia (Zienkiewicz ym., 2000a). Jos naita tuloksia verrataan

ulokepalkin taipumista analyyttisesti approksimoivaan lujuusyhtaloon (Gere, 1990),

3
AU :fe)(;l__i_ﬁ , (319)
Y~ 3EI k.GA

saadaan tulokseksi 0,01944562 metria olettaen, etté ks = 1. Taulukon 2 tuloksista havaitaan
siis, ettd muutamalla elementilld ollaan varsin l&helld tuota tulosta, minkd jalkeen
elementtien lukumé&aran kasvaessa myos virhettd kumuloituu jatkuvasti lisad. Tasté virheesté
paédstddn eroon, kun elementtejd lisdtddn useampia myos ulokepalkin sivu- tai

paksuussuunnassa.

Jannityskenttdd interpoloitaessa hankaluudeksi muodostuu laskettujen jannityssolmujen
antamien tulosten suuri maara (120 kpl / elementti). Tuloksien paremman kasiteltavyyden
takaamiseksi muodostetaan kolme elementtikombinaatiota samasta ulokepalkista (kuva 7),
missd ensimmaisessé on yksi elementti (solmut Al ja A2), toisessa kaksi elementti (solmut
B1...B4) ja kolmannessa nelja (solmut C1...C8). N&in arvioidaan elementtiverkon
tihentdmisen vaikutusta sekaelementtien jannityskentdn k&yttdytymiseen. Valitut solmut

sijaitsevat elementtikombinaatioiden keskilinjalla.



Kuva 7: Jannitysten laskentapisteiden valinta
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Tulokset jannitysten laskennasta on nahtdvissé taulukoissa 3, 4 ja 5. Taulukoissa on

ilmoitettu tulokset kaikkien normaaliakseleiden suhteen sekd leikkausjannitys xy-tason

suhteen. Leikkausjannitykset tdssa tapauksessa yz- ja Xxz-tasojen suhteen ovat véhaisia,

mink& vuoksi niiden sisaltamaét tulokset jatetdan merkitsematta.

Taulukko 3: Jannityslaskennan tulokset valituissa pisteissa (yksi elementti)

Jannitys (MPa) Ox oy oz Txy

Al ANCF 209,80 1,07 2,32 1,92
FEM 158,13 -1,64 15,64 -4,97

A2 ANCF 85,06 0,09 1,16 12,43
FEM 134,54 -3,15 -7,41 6,79

Taulukko 4: Jannityslaskennan tulokset valituissa pisteissa(kaksi elementtia)

Jannitys (MPa) Ox oy oz Txy

Bl ANCF 250,47 -0,96 15,33 -3,38
FEM 230,88 -5,73 20,61 -11,81

B2 ANCF 182,13 5,10 2,18 9,87
FEM 202,53 5,28 -4,02 5,08

B3 ANCF 96,46 -6,23 -5,47 13,13
FEM 87,74 -9,29 -6,73 9,26

B4 ANCF 46,06 0,48 2,28 7,46
FEM 66,27 1,76 3,42 3,90
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Taulukko 5: Jannityslaskennan tulokset valituissa pisteissa (nelja elementtid)

Jannitys (MPa) Ox oy oz Txy
C1 ANCF 254,90 -3,59 25,83 -20,62
FEM 252,63 -9,19 28,99 -25,43
C2 ANCF 238,23 1,54 8,77 10,50
FEM 223,34 -9,86 -11,06 6,91
C3 ANCF 205,17 -2,09 -2,84 17,13
FEM 205,29 0,62 -0,94 15,84
C4 ANCF 169,98 2,02 -0,84 7,78
FEM 180,41 3,81 0,39 7,50
C5 ANCF 126,81 -1,87 -1,44 10,77
FEM 123,22 -2,89 -2,10 4,87
C6 ANCF 92,80 2,06 0,14 8,54
FEM 98,90 3,25 2,13 6,96
C7 ANCF 54,79 -1,65 0,17 10,28
FEM 50,37 -2,77 -1,75 7,22
C8 ANCF 20,00 -1,84 2,95 9,23
FEM 25,63 -1,53 2,96 6,69

Taulukoiden 3, 4 ja 5 antamien tulosten perusteella jannitykset absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmdlla ja tavanomaisen koordinaatiston suhteen lausutun
sekaelementin valilla l&henevat, kun elementtien maarad lisatdan. Tama ei ole mik&n
yllattava tieto, silld voidaan olettaa, ettd esimerkiksi vain yhdelld tilavuuselementilld
suoritettu laskenta sisaltdd aina merkittavasti virhetta (Hakala, 1986; Cook ym., 2001,
Bathe, 1996). Reunaehdoilla on myds epdilemattd vaikutusta tuloksiin, erityisesti niiden
solmujen antamiin jannityksiin, jotka ovat l&ahell& ulokepalkin jompaakumpaa pé&&ta. Nain
voitaneen selittdd erityisesti neljan elementin tapauksessa pisteessa C1 havaittu
poikkeuksellisen suuri jannitys z-akselin suhteen. Muuten jannitysten suuruusluokka on y-
ja z-akselien suhteen sen verran pieni, ettd voidaan olettaa numeerisella virheelld olevan

todennakdisesti osuutta asiaan.
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Ulokepalkin venytys
Pituussuuntainen venyma vastaavassa ulokepalkissa samoilla elementeilld lasketaan

kayttden 1...6 sekaelementtid. Analyyttinen referenssitulos lasketaan yhtalolla;

_FL

Au, =—,
EA

(3.20)

ja taulukossa 1 annetuilla suureilla tulos on 48,309 mikrometria (Gere ym., 1990). Tulokset
ovat nahtdvissd taulukossa 6. Taman jalkeen numeerinen virhe kumuloituu jatkuvasti

elementtien maaraa kasvatettaessa.

Taulukko 6: Venytystestin tulokset

Elem. ANCF (20/8)- FEM (20/20)-
lkm sekaelementti sekaelementti
1 48 987 49,243
2 50,084 49,684
3 51,564 51,334
4 52,901 52,357
5 54,381 53,523
6 55,915 54,608

Ulokepalkin venytystestissa lasketut jannitykset on esitelty taulukoissa 7, 8 ja 9. T&ssa
tapauksessa jannitykset keskittyvat x-akselin suuntaiseen normaalijannitykseen ja tuloksien
voidaan olettaa olevan kauttaaltaan l&helld 10 megapascalin referenssiarvoa. Muiden
akseleiden suuntaiset jannitykset ovat todennékdisesti l&hinna numeerista virhetta, vaikkakin
Poissonin suppeuman seurauksena voidaan jannityksia olettaa esiintyvdn my6s muiden

akseleiden suhteen. Liséksi reunaehtojen aiheuttamaa vaikutusta tuloksiin ei pida unohtaa.

Taulukko 7: Jannityslaskennan tulokset valituissa pisteissa (yksi elementti)

Jannitys (MPa) Ox oy oz Txy

Al ANCF 9,87 0,06 0,11 0,58
FEM 9,39 0,02 0,26 0,73

A2 ANCF 9,88 0,01 0,02 -0,67

FEM 9,76 -0,28 -0,34 -0,75



Taulukko 8: Jannityslaskennan tulokset valituissa pisteissa (kaksi elementtia)

Jannitys (MPa) Ox oy oz Txy
Bl ANCF 9,62 0,01 0,22 1,04
FEM 9,38 -0,03 0,23 1,10
B2 ANCF 10,09 0,10 0,17 0,23
FEM 9,70 -0,43 -0,42 0,35
B3 ANCF 9,67 0,03 0,04 -0,28
FEM 9,89 0,40 0,32 -0,35
B4 ANCF 9,91 -0,02 -0,01 -1,10
FEM 9,79 -0,25 -0,24 -1,12

Taulukko 9: Jannityslaskennan tulokset valituissa pisteissa (nelja elementtia)

Jannitys (MPa) Ox oy oz Txy
C1 ANCF 8,93 0,09 0,54 2,08
FEM 8,40 -0,46 -0,11 2,20
C2 ANCF 9,37 0,25 0,42 0,12
FEM 8,83 -0,26 -0,26 0,20
C3 ANCF 10,09 -0,01 -0,03 -0,33
FEM 10,33 0,41 0,29 -0,51
C4 ANCF 10,23 0,02 -0,02 -0,12
FEM 10,18 -0,09 -0,08 -0,19
C5 ANCF 9,90 -0,21 -0,25 0,08
FEM 10,20 -0,10 -0,06 0,18
C6 ANCF 10,47 0,24 0,29 0,48
FEM 10,26 0,01 0,01 0,61
c7 ANCF 8,93 0,75 0,95 -0,42
FEM 8,93 0,58 0,55 -0,31
C8 ANCF 9,07 -0,34 -0,30 -2,19

FEM 8,95 -0,72 -0,77 -2,25
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3.2 Siirtyma-paine-elementti

3.2.1 Siirtyma-paine-sekaelementtikonstruktio

Kokoonpuristumattomien materiaalien analyysi voidaan toteuttaa sekaelementtityypilla,
missé tuntemattomina muuttujina ovat siirtymat ja elementin valituissa interpolointipisteisséa
vaikuttava paine. Tdma elementtityyppi perustuu painekentén ja siirtymékentan muutoksien
analysointiin olettamalla vallitsevat paineet ja venymat jannityksien deviatoriseksi muodoksi
(Herrmann, 1968; Zienkiewicz ym., 2000a; Wriggers, 2008).

Deviatorinen muoto venymavektorista lausutaan maarittdmallad erikseen volymetrinen ja
deviatorinen venyméa (Herrmann, 1968; Zienkiewicz ym., 2000a). Tdmé4 toteutetaan siten,

etta;
g =g} +%g\i,ld =7 +%tr(si)ld, (3.21)

missé &4 on deviatorinen venymavektori ja ey on volymetrisen venymén termi, joka voidaan
késittdd myos venymdavektorin jalkend. Deviatorinen projektiomatriisi lq lausutaan

muodossa;
ly=1lg——=mm", (3.22)

missa ls on kolmiulotteisessa tapauksessa 6 x 6-tyyppinen yksikkdmatriisi ja m vastaavassa

tapauksessa leikkaustermit redusoiva vektori (Zienkiewicz ym., 2000a);
m=[1110 0 0. (3.23)

Materiaalin volymetrinen venyma maéaritetdan vallitsevan paineen ja materiaalikohtaisen
puristuskertoimen suhteella. Koska kokoonpuristumattoman materiaalin ollessa kyseessé
puristuskerroin k&ytdnnossé lahestyy &&retontd, saisi volymetrinen venyméa téllaisissa
tapauksissa kéytannossa aina nollaa ldhestyvié arvoja. Toinen lahestymistapa volymetrisen

venyman maarittdmiseksi on redusoida venymavektorista vektorin m avulla leikkaustermit.



55

Olettamalla ndmé kaksi eri lahestymistapaa kuitenkin yhteensopiviksi pdadytaan yhtaloon;

g =P _mTg, (3.24)

(3.25)

Painekenttdd approksimoidaan siis jannitysteorialla, mutta koska paine ei kuitenkaan
fysikaalisena ilmiona ole samalla tavalla koordinaatistoriippuvainen kuin jénnitys, oletetaan
tassd lahestymistavassa normaalijannitysten keskiarvon approksimoivan vallitsevaa painetta

riittavalla tarkkuudella. Tdma kirjoitetaan muodossa;
:% O':(+O';+O'; =%mTGi, (3.26)

missd  termit o;  maarittdvat  normaalijannitykset  alaindekseilld  nimetyiden
koordinaattiakseleiden suhteen ja vastaavasti jannitysvektori ¢ niin normaali- kuin
leikkausjannityksetkin valitussa pisteessa. Yhtaloiden 3.21, 3.22, 3.23 ja 3.24 avulla voidaan
deviatoriset venymat ja jannitykset Kirjoittaa nyt muotoon (Herrmann, 1968; Zienkiewicz
ym., 2000a; Wriggers, 2008);

g, =g —%me\i, & [IG —%mmTjsi =18, (3.27)
ja

i i i i i 1 T i [N
6. =1,6' =2G'l &, = 2G [IO -Smm js _Elg, (3.28)

missa materiaalikohtainen liukumoduuli G maaritetdan yhtalolla (Gere ym., 1990);

G' E

__= 3.29
2+ 2V (3:29)
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ja diagonaalimatriisi lo yhtalolla;

I, = . (3.30)

Sijoittamalla absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmélla lausutut asema- ja
orientaatiovektorit elastisen materiaalin siirtymien ja jannitysten suhdetta méaérittavaan

Hellinger-Reissner-funktionaaliin (Hellinger, 1914; Reissner, 1950), paddytd&dn muotoon;

[oeTe' dv - [GTH! dv - [%f) dA=0. (3.31)
\ \ A

Siirtymé-paine-approksimaatioon paastdaan olettamalla jannityskentdn noudattavan séantoa;
¢ =E.e +mp’, (3.32)

missa Egq on kimmomatriisin deviatorinen muoto, jolloin venymid approksimoidaan
dimensioittain yhteensopivasti deviatorisina jannityksind madaritetyn painevektorin kanssa
(Zienkiewicz ym., 2000a). Painekenttavektori mp méaritelld&n volymetrisen ja deviatorisen

venyman perusteella, perustuen yhtaloon 3.24. Téma lahestymistapa johtaa muotoon;

&y :%mtr(s‘):%ms\‘, =mp'. (3.33)

Sijoittamalla ndma yhtalot Hellinger-Reissner-funktionaaliin ja muodostamalla volymetrisen

venyman yhtaloista (3.24 ja 3.33) heikko muoto, padadytaan tasapainoehtoon:

oM [ELe +mp'|dV — | sTf! dV - |sfl dA=0
p
\ \ A

i (3.34)
'[5pi(sti —E—j dv =0



57

Siirtymaé-jannitys-sekaelementin  tapaan voidaan my6s siirtymé-paine-sekaelementin
venymavektorin katsoa olevan riippuvainen absoluuttisten koordinaattien asema- ja
orientaatiovektorista e siten (Zienkiewicz ym., 2000a), etté kyseisen vektorin differentiointi
koordinaattiakselien suhteen johtaa akselikohtaisten venymien madrittamiseen;

g =Le', (3.35)

miss& matriisi L on differentiaalioperaattori (Hakala, 1986; Bathe, 1996; Cook ym., 2001);

9 0
OX
0 (3.36)

o S<)|Q)%>|Q)

0
o
oy

0 0

Plo o o

%|Q) Qo o

0
9
0z

Tata standardimuotoista differentiaalioperaattoria voidaan kayttdd sellaisenaan, silla
funktionaali 3.34 sisaltda leikkaustermit venymavektorista redusoivat tekijat, eli vektorin m
sekd deviatorisen muodon kimmomatriisista Egq. Vastaavasti kuin tavanomaisenkin
elementtikoordinaattien  tapauksessa, annetaan absoluuttisten  solmukoordinaattien
perusteella lausutuille siirtymille sek& paineen muutoksille approksimaatiot, joiden oletetaan

olevan liki yhtapitavia Galerkinin testifunktioiden suhteen (Zienkiewicz ym., 2000a), joten;
e' ~& =S'Ae’ ja p' ~ p' =ViAp', (3.37)

missa matriisi S on absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmén muotofunktiomatriisi,

joka solmukohtaisten muotofunktioiden suhteen kolmiulotteisessa tapauksessa on muotoa;
S'=[S/1, S, 1, Sliyl3 S, 1, Sil, ... Sll,|, (3.38)
ja matriisi Vp on vastaavasti painekentan interpolointiin tarkoitettu matriisi;

Vi=\V,' Vv, Vi ... V. (3.39)

n
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Sijoittamalla yht&lot 3.37, 3.38 ja 3.39 sekaelementin tasapainofunktionaaliin (Herrmann,
1968; Zienkiewicz ym., 2000a), saadaan funktionaali johdettua muotoon;

[Ls'e) (EfLS'Ae" + mViap')dv —Fl, =0

ext
\Y

[lvep']' (mTLSiAei —VLLPJ dv =0

\

(3.40)

Funktionaalia ~ saadaan  yksinkertaistettua  lausumalla  kinemaattinen  matriisi

differentiaalioperaattorin ja muotofunktioiden tulona (Hakala, 1986);
Bi — le ’ (341)

jolloin saadaan muodostettua funktionaaliin kaksi itsendistda muuttujakenttdd, jotka ovat

painemuutokset Ap ja siirtymamuutokset Ae. T&mé muoto on nahtévissé yhtélossé 3.42;

i
ext_o

[6"BTEB'Ae' +&"B mViAp' dV —f
' (3.42)

ATy /iTy i A A
jf)‘TVF‘,TmTB‘Aei —M dv =0
\%

Taman funktionaalin diskretisointi helpommin kasiteltdvédn matriisimuotoon (Herrmann,
1968; Atluri ym., 1983; Zienkiewicz ym., 2000a), missé testifunktiot ja muuttujat esitetdan

eri vektoreissa, Kirjoitetaan seuraavasti;

|:éi1T[|:K;e K;p}{Aei}_{f;xta)}}:O (3.43)
P |KE K| Ap' 0 ’

missé sekajaykkyysmatriisin alimatriisit ovat;

iT i
J’ M dv . (3.44)

pp

Kl =[BTE{B' dv, K, =[B"mVjdv ja K =
\ \
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Diskretisoidun matriisiyhtalon 3.43 sisaltaméat differentiaaliyhtalot maarittavat siis
poikkeaman, mika syntyy muuttujavektorissa ulkoisen voiman vaikutuksesta. Koska naiden
yhtéloiden sisdltdmat solmut ovat lausuttu absoluuttisten solmukoordinaattien menetelman

mukaan, lausutaan syntyvé poikkeama siirtymien suhteen yhtalolla;

r' =S'(e; +Ae'), (3.45)

missd eo on sekaelementin absoluuttisten koordinaattien sijaintivektorin alkuasema ja Ae
yhtélolla 3.43 maaritellyn siirtymén poikkeamaa madrittdva vektori. Yhta lailla vastaava
tarkastelu voidaan tehdd my0s painekenttdd approksimoiville tuloksille. Taméi
elementtityyppi edellyttd& niin absoluuttisilla solmukoordinaateilla kuin tavanomaisellakin
elementtimenetelmalld lausuttuna, ettd Babushka-Brezzin tasapainoehto on muotoa

(Zienkiewicz ym., 2000a);

>n (3.46)

missd ne on asemakoordinaattien ja np painekentdn vapausasteiden lukumaara.

3.2.2 Siirtyma-paine-sekaelementin suorituskyky

Tuntemattomina muuttujina siirtymd- ja painekentat siséltdva sekaelementtityyppi on
tarkoitettu erityisesti kokoonpuristumattomien materiaalien analysointiin (Zienkiewicz ym.,
2000a; Wriggers, 2008). Ideaalisesti kokoonpuristumattoman materiaalin tiheys ei muutu
puristustilanteessa, vaan kappaleen tilavuuden uudelleenmuotoutuminen ulkoisen voiman

vaikutuksen alla kompensoi voimasta suoraan aiheutuvat muutokset (Gere ym., 1990).

Siirtyma-paine-sekaelementti on kuitenkin matemaattisesti kykeneva késittelemaan myos
tavanomaisia, kokoonpuristuvia materiaaleja. Tdman vuoksi on paadytty johtopaatokseen,
missd valittua sekaelementtid testataan simuloimalla analysoitavaa systeemid niin
kokoonpuristumattomana, ettd kokoonpuristuvanakin. Vertailuja tehd&&n tavanomaiseen
koordinaatistoon  perustuvan  20/20-sekaelementin  antamiin  tuloksiin.  Kyseisen
sekaelementin molempia, seka siirtyma- ettd painekenttdd mallinnetaan 20-solmuisilla

serendip-tyyppisilla alielementeilld (Bathe, 1996; Cook ym., 2001).
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Tama elementtityyppi on valittu vertailukohdaksi siirtymiltddn kahdeksansolmuisen
sekaelementin sijaan sen parempien taipumisominaisuuksien takia. Koska absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmdlla voidaan yksittéisilla elementeilld p&astd tarkempiin
tuloksiin taipumien suhteen, on perusteltua verrata tuloksia taipumisten approksimointien
suhteen suorituskykyisempiin elementteihin. Muussa tapauksessa erityisesti vain muutamin

elementein toteutetut testit voisivat helposti olla tuloksiltaan mitddnsanomattomia.

Ulokepalkin taivutus

Taivutustesti toteutetaan (taulukko 10), kuten luvussa 3.1.2 siirtymé-jannitys-
sekaelementinkin tapauksessa. Ulokepalkin fyysiset mitat ja materiaalivalinnat ovat
vastaavia kuin taulukossa 1 esitetyt lukuarvot. Ulokepalkki on kiinnitetty toisesta paastaan
seindén siten, ettd absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmalld toteutettuna vain
kyseisten solmujen asemakoordinaatit ovat kiinnitetty. Tavanomaisen sekaelementin ollessa
kyseessd reunaehtoina ovat vastaavasti kaikkien vastaavien asemasolmujen kiinnittdminen.
Ulokepalkki on verkotettu pitkittaissuuntaisesti siten, ettd palkki koostuu 1...10
sekaelementistd. N&in approksimoidaan myo6s tilavuuselementtien laskentatarkkuutta
elementtikohtaisten  ulkoisten ~ mittojen  muuttuessa ~ madrattyyn  rajaan  asti
optimaalisemmiksi. Laskenta suoritetaan asettamalla Poissonin suppeumakertoimeksi sekd
0,3 ettd 0,5. Ulkoinen voima vaikuttaa vapaan p&an kulmissa sijaitseviin solmuihin, kuten
on laita my6s siirtymé-jannityselementin suhteen. Analyyttisen lujuusopin mukaan pitdisi

palkin taipua vapaasta paastaan 0,01945 metrid (ks. yhtélo 3.19) (Gere ym., 1990).

Taulukko 10: Tulokset taivutuskokeesta (m)

Elem. ANCF FEM ANCF FEM
Ikm (20/8/0,3)  (20/20/0,3) (20/8/0,5)  (20/20/0,5)
1 0,0231836 0,0242456 0,0143947 0,0139110
2 0,0281965 0,0299713 0,0164754  0,0164287
4 0,0311253 0,0323102 0,0175871 0,0183372
6 0,0325071 0,0333779 0,0180127 0,01875399
8 0,0335812 0,0341720 0,0182759 0,01893381
10 0,0345313  0,0348007 0,0184920  0,01903360
20 0,0378841 0,0364474 0,0193108 0,01921109
40 0,0408893 0,0372217 0,0201967 0,01928242
60 0,0423970  0,0373984 0,0205770  0,01930750
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Erityisesti Poissonin suppeumaluvun ollessa 0,3 havaitaan ulokepalkin kéyttaytyvan
ylielastisesti. Seka absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméllg, ettd tavanomaiseen
koordinaatistoon perustuva sekaelementti antaa selvasti ylisuuria arvoja taipumille, vaikka
simulaatio olisi toteutettu vain yhdelld elementilld, jolloin mittojen ollessa
tilavuuselementeille epésoveliaita virhettd tulisikin loytyd. Kuitenkin sen jatkuva
kasvaminen elementtiverkon tihentyessa viittaa ylielastisuusominaisuuksiin. Tamén
vahvistaa ndiden tuloksien vertaaminen Poissonin suppeumaluvulla 0,5 toteutetun
simuloinnin antamiin tuloksiin. Tuolloin molempien sekaelementtityyppien antamat tulokset
l&henevét verkon tihentyessd kohti analyyttisen lujuusyhtalon antamaa arvoa. Painekenttda
approksimoitaessa tulokset ovat luettavissa taulukoista 11..13. Valitut solmut noudattavat

samaa lahestymistapaa, kuin jannitystenkin approksimointi luvussa 3.1.2.

Taulukko 11: Painelaskennan tulokset valituissa pisteissa (yksi elementti)

Paine (MPa) ANCF FEM ANCF FEM
20/8/0,3 20/20/0,3  20/8/0,5 20/20/0,5

Al 67,57 67,90 62,38 194,21

A2 37,45 45,46 29,16 -163,16

Yhden sekaelementin taivutustapauksessa havaitaan myos tulosten taulukoissa 12 ja 13
vahvistama ilmid, missd kokoonpuristumattoman materiaalin tapauksessa laskennallisen
painekentdn tulokset ovat lukuarvoiltaan ldhes satunnaisia. Osittain tdhén epdilematta
vaikuttavat asetettujen reunaehtojen muodostama hairid. Lisdksi oletetaan, ettd paineen
ollessa todellisuudessa kuitenkin deviatorinen jannitystila, voi deviatoristen tekijoiden
keskiarvo vaihdella tallaisessa tapauksessa paljon. Tdmén vahvistaa myo6s yleisesti ottaen
20-solmuisen alielementin solmukohtaiset tulokset, missé paineen suunta saattoi vaihdella

my0s vierekkaisten solmujen kohdalla.

Taulukko 12: Painelaskennan tulokset valituissa pisteissa(kaksi elementtia)

Paine (MPa) ANCF FEM ANCF FEM
20/8/0,3 20/20/0,3  20/8/0,5 20/20/0,5
Bl 98,14 96,51 91,73 -283,63
B2 68,85 78,79 -79,09 309,34
B3 30,88 24,65 156,80 141,93

B4 19,83 27,35 19,11 9,58
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Taulukko 13: Painelaskennan tulokset valituissa pisteissa (neljd elementtia)

Paine (MPa) ANCF FEM ANCF FEM
20/8/0,3 20/20/0,3  20/8/0,5 20/20/0,5

C1l 105,32 115,52 182,33 147,20
C2 91,29 83,94 -610,69 -192,22
C3 76,30 75,06 518,47 425,78
C4 65,70 67,76 -360,69 -268,86
C5 45,73 44,88 496,12 -21,32
C6 36,26 41,06 284,36 -181,11
Cc7 19,83 16,86 572,99 159,16
C8 8,47 10,35 -94,73 150,90

Ulokepalkin venytys

Ulokepalkin venytystestin tarkoituksena on tarkastella sekaelementin kayttaytymistéa
luonteeltaan suoraviivaisessa kuormitustapauksessa. Nain voidaan paremmin selvittda
sekaelementin numeerisen suorituskyvyn mahdollisesti sisaltavat virheet tai muut outoudet.
Taivutustestiin verrattuna venytystestin pitdisi aina antaa luonteeltaan mahdollisimman
yksikasitteisia tuloksia. Muusa tapauksessa on vahvasti syytd olettaa, ettd myos

taivutustestin tulokset voivat olla I&htokohtaisesti epaluotettavia.

Sekaelementin  venytystd testattaessa simuloinnin l&htdarvot ovat samat kuin
taivutustestissékin. Testaus suoritetaan niin kokoonpuristuvalle (Poissonin suppeumakerroin
0,3) kuin kokoonpuristumattomallekin materiaalille. Koska ulokepalkin venytyksessa
voidaan olettaa sarjaan asetettujen elementtien tuottaman virheen kumuloituvan elementtien
madrédn kasvaessa, suoritetaan laskenta ulokepalkille, joka on jaettu verkolla 1...6
sekaelementtiin. Reunaehdot ovat samat kuin taivutustapauksessakin ja ulokepalkin
venyminen on luettavissa taulukosta 14. Tulokset ovat mikrometrejd ja analyyttisen

lujuusopin antama referenssitulos on 48,31 um (Gere ym., 1990).
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Taulukko 14: Venytystestin tulokset (xm)

Elem. ANCF FEM ANCF FEM
Ikm (20/8/0,3)  (20/20/0,3) (20/8/0,5)  (20/20/0,5)
1 79,88 78,60 48,59 37,80
2 79,69 79,74 49,28 43,10
3 82,11 83,10 49,83 45,60
4 84,24 85,20 51,18 46,83
5 86,51 87,45 51,47 47,58
6 88,80 89,52 52,62 48,07

Venytystesti vahvistaa taivutustapauksen yhteydessa havaitun ylielastisuusongelman, mikali
materiaali ei ole kokoonpuristumatonta. Tallaisessa tapauksessa jo yksi elementti venyy
suhteettoman paljon, virheen kumuloituessa sarjassa olevien elementtien maarén kasvaessa.
Poissonin suppeumaluvun ollessa 0,5 ei vastaavaa vylielastisuutta ole havaittavissa,
vaikkakin kumuloitumisvirheestd ei eroon padstakaan. K&ytdnndssé se vaatii tihedmpéa
verkkoa myos palkin leveys- ja korkeussuunnissa. Painekentan antamat tulokset ovat esitelty
taulukoissa 15...17, ja niiden antamat tulokset vahvistavat taipumistapauksessa havaitun
ongelman. Kokoonpuristumattoman materiaalin ollessa kyseessa laskennallinen painekentta

on lukuarvoiltaan satunnainen.

Taulukko 15: Painelaskennan tulokset valituissa pisteissa (yksi elementti)

Paine (Mpa) ANCF FEM ANCF FEM
(20/8/0,3)  (20/20/0,3) (20/8/0,5)  (20/20/0,5)

Al 3,81 3,37 3,43 -10,26

A2 3,75 3,39 3,14 -0,15

Taulukko 16: Painelaskennan tulokset valituissa pisteissa (kaksi elementtia)

Paine (Mpa) ANCF FEM ANCF FEM
(20/8/0,3)  (20/20/0,3) (20/8/0,5)  (20/20/0,5)

B1 3,71 3,32 3,25 -36,24

B2 3,96 3,19 0,41 32,63

B3 3,61 4,08 5,90 -36,07

B4 3,78 3,47 3,28 32,08



64

Taulukko 17: Painelaskennan tulokset valituissa pisteissa (neljd elementtid)

Paine (Mpa) ANCF FEM ANCF FEM
(20/8/0,3)  (20/20/0,3) (20/8/0,5)  (20/20/0,5)

c1 3,56 2,41 3,08 -0,27

C2 3,71 2,72 -7,01 -17,24

C3 3,85 4,40 13,74 -117,47

c4 3,92 3,84 -3,16 140,51

C5 3,54 3,81 10,37 -24.44

C6 4,31 4,02 3,44 43,36

c7 3,87 3,51 3,54 -188,00

c8 3,18 2,62 2,59 165,92

Taulukoiden 15...17 tuloksia tarkasteltaessa voidaan tehda useita johtopadtoksia testeissa

kaytettyjen sekaelementtien suorituskyvysta. Naissa taulukoissa esitetyt tulokset vahvistavat

my0s taivutustapauksessa havaitun painekentdn approksimoinnin epéatarkkuuden. Koska

reunaehtojen oletetaan vaikuttavan ainakin

tasolla héiritsevasti tuloksiin,

minimoidaan niiden vaikutusta tarkastelemalla tuloksia venytys- ja taivutustapauksessa 10-

elementtisen ulokepalkin keskivaiheilla. Valitaan painekenttdd interpoloiviksi solmuiksi

elementtien 4...7 alielementin keskisolmut, jotka ovat kuvassa 8 merkitty mustin laatikoin.

10

Kuva 8: Tarkasteltavien elementtien valinta
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Asetetaan  Poissonin  suppeumaluvuksi arvo 0,49, jolloin materiaali on l&hes
kokoonpuristumatonta. Muuten materiaalin ja ulokepalkin fysikaaliset ominaisuudet ovat

samat kuin edellisissakin testeissa. Tulokset on néhtavissa taulukossa 18.

Taulukko 18: Painelaskennan tulokset valituissa pisteissa(kaksi elementtia)

Venytys Taipuma

ANCF FEM ANCF FEM

20/8/0,49  20/20/0,49 20/8/0,49  20/20/0,49
Siirtyma 59,84 55,07 0,0216999 0,0205031
Paine (4) 3,36 3,37 +66,12 +63,12
Paine (5) 3,18 3,32 +53,90 +54,46
Paine (6) 3,17 3,32 +44,86 +44,87
Paine (7) 3,48 3,30 +35,02 +34,95

Kuten taulukon 18 tuloksista havaitaan, voidaan tuloksia nyt pitdd kauttaaltaan jarkevina.
Ulokepalkin vapaan p&an siirtyma ulkoisen voiman vaikutuksen seurauksena noudattaa
alemmin laskettujen tulosten odotuksia, venytystapauksessa on havaittavissa virheen
kumuloitumista ja taivutustapauksessa taipumaa voidaan pitaa oletettuna. Venytystapauksen
antamat tulokset paineille ovat kaikissa neljassd solmussa lukuarvoiltaan hyvin
samankaltaisia, numeerista eroavuutta on havaittavissa vasta viidennen desimaalin jalkeen.
Pyoristyksen vuoksi voidaan siis taulukkoon 18 laittaa vain yksi arvo kuvaamaan vallitsevaa
painetta kaikissa neljassa solmussa. Taivutustapauksessa painearvon etumerkKki riippuu siitd,
kummalla puolella ulokepalkin neutraaliakselia kyseinen painearvo on laskettu. Muutoin
numeeriselta tarkkuudeltaan lukuarvot ovat venytystapauksiin verrattavia. Myds muut
painekenttdd interpoloivat solmut antavat vastaavia, jarkevid lukuarvoja. Tehd&an siis
johtopaatos, ettd ideaalisesti kokoonpuristumattoman materiaalin painekentén analysointia ei
ole jarkevaa toteuttaa edes tamantyyppisilla sekaelementeilld. Siirtymien laskenta sita
vastoin onnistuu kylla suhteellisen hyvalla tarkkuudella.
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4. Paatelmat

4.1 Tutkimuskysymys

Sekaelementit ovat ryhma elementtityyppejd, joilla voi olla tulevaisuudessa paljonkin
merkitysta rakenneanalyyseja tehtdessa (Castersen ym., 1999; Zienkiewicz ym., 2000a;
Kumar ym., 2004; Wriggers, 2008). Insintoritieteiden kehitys on toistaiseksi johtanut
tietokoneavusteisen analysoinnin jatkuvaan kasvuun tuotteiden suunnitteluvaatimusten
yksityiskohtaistuessa samaan aikaan, kun tuotantokustannusten minimointi on kasvanut yha
oleellisemmaksi seikaksi globalisoituvilla markkinoilla. Myos tietokoneiden laskentatehon
eksponentiaalinen kasvu mahdollistaa yh& monimutkaisempien analyysien toteuttamisen
ilman kalliita taloudellisia sijoituksia tietotekniikkaan. On siis perusteltua olettaa, ettd myos
sekaelementtimenetelmdd saatetaan kayttdd tulevaisuudessa yhd enemman verrattuna
nykytilanteeseen (Bischoff ym., 1999; Boffi ym., 2008; Castersen ym., 2009).

Sekaelementtien lausuntaa absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmélla voidaan pitaa
kuitenkin haastavana ja moniulotteisena tutkimuskysymyksena (Altarriba ym., 2012). Tama
johtuu muun muassa absoluuttisten solmukoordinaattien menetelman perusluonteesta, missa
siirtymasolmut  lausutaan asemiensa ja  orientaatioidensa perusteella globaalin
koordinaatiston suhteen riippumatta siitd, mita elementilla tehd&én tai mikd sen asema on
tarkasteltavassa systeemissa (Shabana, 1996; Shabana, 2008). Kuitenkin monien muiden
muuttuja-avaruuksien lausuminen globaalin koordinaatiston suhteen ei ole mahdollista ollen
seurausta  joko  muuttuja-avaruuksien  siséltdamien  fysikaalisten  ominaisuuksien
erityispiirteistd, tai sitten nédiden ominaisuuksien riippuvuuksista suhteessa vallitseviin
siirtymiin (Atluri ym., 1983; Zienkiewicz ym., 2000a; Zienkiewicz ym., 2000b; Hjelmstad
ym., 2002; Kumar ym., 2004).

Valittaessa tilavuuselementit sekaelementin perusrakenteeksi on mainittuja ongelmia jonkin
verran helpompi lahestyd (Altarriba ym., 2012). Tilavuuselementit lausutaan
kolmiulotteisessa avaruudessa, jolloin myo6s valitun elementtityypin sisaltdmé toinen
muuttuja-avaruus noudattaa yleensd kolmiulotteista tilaa (Zienkiewicz ym., 2000a;
Zienkiewicz ym., 2000b; Wriggers, 2008; Castersen ym., 2009). Tilavuuselementit
muistuttavat ominaisuuksiltaan my0s hyvin paljon tavanomaisia materiaalifysiikan
kappaleita, miss& on iso ero verrattuna fysikaalisiin erityistapauksiin, kuten palkkeihin tai
laattoihin (Hakala, 1986; Cook ym., 2001).
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Siirtymien kolmiulotteisuuden etuna on myg6s toisiomuuttuja-avaruuden ulottuvuuksien
vastaavuus. Tallgin jos siis toisioavaruudeksi on valittu esimerkiksi jannityskenttd, sisaltaa
tdmé kenttd sekd normaali-, ettd leikkausjannitystermit jokaisen koordinaattiakselin suhteen.
Tassa on suuri ero, jos tilannetta verrataan esimerkiksi usein siirtymiltddn lokaalisti
yksiulotteisiksi madriteltyihin palkkielementteihin (Hakala, 1986), jolloin haasteeksi nousee
muun muassa juuri ensid- ja toisiomuuttujien ulottuvuusvaatimukset (Zienkiewicz ym.,
1983; Wriggers, 2008).

Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelman yksi keskeinen vahvuusalue on suurten
siirtymien ja kiertymien suhteellisen tehokas mallintaminen (Shabana, 1996; Shabana,
2008). Jos ajatellaan tilavuuselementteja erityisesti elementtikohtaisten suurten kiertymien
mallintamisessa, ne ovat fysikaalisesti kaikkea muuta kuin paras mahdollinen
elementtityyppivalinta tdmén kaltaisiin simulointeihin (Bathe, 1996; Cook ym., 2001).
Tilavuuselementit ovat ominaisuuksiltaan lahtokohtaisesti parhaimmillaan
simulointitilanteissa, jolloin kiertymét ovat pienid ja simuloitavan kappaleen materiaalin
paksuus tai muu vastaava tdhan verrattava kappaleen tilavuusulottuvuus on keskeisessa
asemassa simuloinnin onnistumisen kannalta (Hakala, 1986; Bathe, 1996; Cook ym., 2001).
Rakenne-elementit, eli esimerkiksi palkki- ja laattasovellukset ovat ominaisuuksiltaan
huomattavasti paremmin suuria kiertymid mallintavia elementtityyppejd, ja niistd onkin
saatu hyvid kokemuksia absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméd kaytettéessé
(Berzeri ym., 2000; Mikkola ym., 2003; Dmitrochenko ym., 2003; Dufva ym., 2004).

Absoluuttisten  solmukoordinaattien ~ menetelmédn  yhtend  erityispiirteend  on
solmuorientaatioiden laskenta. Jotta sekatilavuuselementeille voitaisiin 16ytdd mielekkaité
sovelluskohteita, on ehka syytd pohtia enemman orientaatiotietojen hyotykéayttod analyysin
tavoitteiden kannalta. Tallaisiin tutkimuskysymyksiin ei absoluuttisten solmukoordinaattien
menetelm&é ole aiemmin sovellettu, mutta voidaan ehkd otaksua, ettd orientaatiosta voi olla
hyotya esimerkiksi kontaktimallinnuksissa, erityisesti polymeerikitkatapauksissa, missa
kontaktipinnan fyysinen muoto ja sen muutokset vaikuttavat merkittavasti seka hystereesis-
ettd adheesiokomponenttien orientaatioon ja tata myota myos toteutuvan kitkavoiman
suuruuteen (Berger ym., 2000; Persson, 1998; Persson ym., 2003). Kumiteollisuus voisi siis
esimerkiksi olla yksi teollisuuden osa-alue, misséd tdménkaltaisista analyysisovelluksista

saatettaisiin olla kiinnostuneita.
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4.2 Tasapainoehdot

Sekaelementtien numeerinen stabiilius on keskeinen kysymys ensinndkin elementin
differentiaaliyhtalorynmén ratkaisemiseksi yksikésitteisesti, sekd laskennallisen numeerisen
ratkaisun saattamiseksi riittdvalle tarkkuudelle (Zienkiewicz ym., 2000a). Stabiilisuutta
madrittdvat, kaytanndssd patch-testauksella ratkaistavat (Zienkiewicz ym., 1986;
Zienkiewicz ym., 1988; Zienkiewicz ym., 1988; Zienkiewicz ym., 1991) Babushka-Brezzin
tasapainoehdot (Babushka, 1973; Brezzi, 1974) hankaloittavat kuitenkin merkittévasti
kayttokelpoisten sekaelementtityyppien kehittamistd, puhutaan sitten tavanomaiseen
koordinaatistoon perustuvista tai absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmall&

lausutuista sekaelementeista.

Taman tutkimusprojektin antaman tiedon perusteella tehdddn johtopaatos, ettd taté ongelmaa
ei absoluuttisten solmukoordinaattien menetelm& ainakaan muuta yhtd&n helpommaksi
(Altarriba ym., 2012). Pdinvastoin, mainitussa menetelmdssa siirtyméd mallintavien
koordinaattien lukumaard on jo lahtokohtaisesti suuri, kun niihin siséllytetddn seka

elementin solmujen asemakoordinaatit ett4 orientaatiotermit.

Erityisesti taysin parametrisoidulle (Shabana, 2008) kolmiulotteiselle elementille
solmukohtaisten koordinaattitermien maara kasvaa kahteentoista, mikd on nelinkertainen
lukumé&ard verrattuna tavanomaiseen koordinaatistoon perustuvalle lausuntatavalle.
Valittomand seurauksena ilmenee ainakin sekaelementtikohtaisten tasapainoehtojen lausuma
vaatimus (Zienkiewicz ym., 1986; Zienkiewicz ym., 2000a), jolloin useissa tapauksissa
valitun toisen muuttuja-avaruuden on sisallettdvd huomattava ma&rd vapausasteita.
Sekaelementtimenetelmén identtinen ulottuvuusvaatimus johtaa siihen, ettd usein ainoa tapa
ratkaista tdma ongelma on lisdtd kenttdd interpoloivien solmujen madraa riittavasti
(Zienkiewicz ym., 2000a). Té&std seuraa sekaelementin konstruktion monimutkaistuminen,
laskentatehon lisd&ntynyt tarve, sekd analyysissd saadun datan mé&&rdn eksponentiaalinen

kasvu laadun kustannuksella.
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Tasapainoehdot tayttavista sekaelementtikonstruktioista on 10ydettévissa esimerkkeja muun
muassa luvuista 2.3.3 ja 2.4.2, sekd muun muassa lahteistd (Atluri ym., 1983; Castersen,
2008; Wriggers, 2008; Zienkiewicz ym., 2000a; Zienkiewicz ym., 2000b; Boffi ym., 2008).
Kuten mainittuja esimerkkeja tarkastelemalla havaitaan, yksittdisen sekaelementin patch-
testauksen l&pdiseminen ei vield tarkoita muodostetun sekaelementtisysteemin patch-
testauksen l&péisemistad. Erityisesti tama ongelma ilmenee usein siirtymé-paine-
sekaelementeilld, jolloin reunaehdoiksi asetetaan usein lukuisien siirtymdsolmujen
kiinnittdmisid, jolloin systeemin siirtymévapausasteiden lukumé&ard voi laskea alle
Babushka-Brezzi-ehtojen salliman rajan. Asiaan voidaan toki hakea ratkaisua kayttamalla
sekaelementeissé useampia interpolointisolmuja siirtymékentdn approksimointiin  ja
tarvittaessa tihentamélla elementtiverkkoa riittdvasti reunaehtojen kiinnittdmien solmujen
suhteen tavoitteena koko elementtisysteemin patch-testin  ldpdiseminen. Verkon
tihentdminen kuitenkin vaatii enemman laskentatehoa ja tdmén seurauksena myods systeemin
ratkaisemisesta saadun datan maara kasvaa huomattavasti siséltden usein merkittavasti myos

epékelpoa numeerista dataa muun muassa reunaehdoista syntyvan héirion seurauksena.

Babushka-Brezzin ehdosta saadaan myos lisatietoa siitd, minka tyyppiset elementit olisivat
numeerisesti tehokkaita. Mainitun ehdon perusteella suoritettu patch-testaus maarittaa
l&hinnd muuttujakenttien vapausasteiden keskindisen suhteen yksikasitteisen numeerisen
ratkaisun 10ytymiseksi, mutta taman 16ydyttya ei patch-testauksella voida selvittaa ratkaisun
todennadkoista tarkkuutta. Tahdn haasteeseen saadaan apua kayttamélla Babushka-Brezzin
tasapainoehdon avulla muodostettavaa vapausasteindeksid, mik& ratkaistaan esimerkiksi
siirtyma-paine-sekaelementin ollessa kyseessa yhtalolla 4.1 (Atluri ym., 1983; Zienkiewicz

ym., 1986; Zienkiewicz ym., 1988; Zienkiewicz ym., 2000a; Wriggers, 2008);
n

p=—, 4.1)
n

missd ne on siirtymdvapausasteiden ja np, painevapausasteiden lukumaard. Mikali p<1, ei
yksikasitteistd numeerista ratkaisua ole olemassa ja tilanne on tdten sama kuin hylatyn
patch-testin tapauksessa. Usein saavutettavat ratkaisut ovat tarkimpia, kun g-arvo on 2...3.
Suuremmilla luvuilla ratkaisun [0ytyminen vaatii enemman laskentatehoa tulosten
tarkkuuden kérsiessé ja usein myos konstruktiosta riippuen reunaehtojen hairitsemien tai

muun t&han verrattavan syyn seurauksena kelvotonta dataa antavien solmujen maéra kasvaa.
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4.3 Muotofunktiot ja liikeyhtalot

Sekaelementtien soveltamisen yksi peruste on mahdollisuus redusoida elementtiin
kohdistuneita vaatimuksia muotofunktioiden jatkuvuudelle (Atluri ym., 1983; Zienkiewicz
ym., 2000a; Castersen ym., 2009). Tasta on etua esimerkiksi lineaaristen kolmioelementtien
tapauksessa, jolloin C-jatkuvuudesta voidaan luopua kayttamalla sekaelementtimenetelmaa.
Kuitenkin silloin, kun sovelletaan kolmiulotteisia tilavuuselementteja k&y usein niin, etta
muotofunktioiden asteluku kasvaa helposti korkeaksi (Hakala, 1986; Bathe, 1996; Cook
ym., 2001). NA&in on erityisesti silloin, jos halutaan elementin olevan kykeneva

muodonmuutoksiin my6s harvalla verkolla.

Tassa tyossd esiteltyjen kolmiulotteisten, kahdeksan siirtymdsolmua sisaltavien
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméll& lausuttujen sekaelementtien muotofunktiot
ovat yhdeksattd astetta (Altarriba ym., 2012). Nain korkea-asteisten muotofunktioiden
kéayttd voi aiheuttaa ongelmia numeerisen stabiliteetin suhteen erityisesti suuremmilla
taipumilla. Usein jo kuutiomuodoilla voi olla taipumusta epastabiilisuuteen (Bathe, 1996;
Cook ym., 2001). Lis&ksi sekaelementtien kohdalla hyvin Kkorkeasta siirtymien
interpoloinnista voi seurata ongelmia myo6s suhteessa toiseksi muuttuja-avaruudeksi valitun
kentdn interpoloinnin tarkkuuteen, erityisesti silloin, jos tdmadn toisen muuttujan
interpolointifunktiot ovat huomattavasti siirtymid approksimoivia muotofunktioita
matalampi-asteisia (Zienkiewicz ym., 2000a; Zienkiewicz ym., 2000b; Boffi ym., 2008;
Wriggers, 2008). Néin tullaan tilanteeseen, missd toinen muuttujakentistd ei etenk&én
suuremmilla muodonmuutoksilla yksinkertaisesti kykene seuraamaan toisen muuttujakentén
muutoksia. On siis mahdollista, etté suuri aste-ero voi olla yksi potentiaalinen ongelmaldhde

taméantyyppisille sekaelementeille.

Sekaelementtien kinemaattiset ja dynaamiset ominaisuudet sisdltdvat haasteita, jotka ovat
seurausta kahden eri muuttuja-avaruuden keskindisestd yhteensovittamisesta. Siirtymié
madrittdvat solmut kykenevat useimmissa tapauksissa mallintamaan elementin
kinematiikkaa vastaavalla tavalla kuin tavanomaisessakin elementtimenetelméssad. Tamén
voidaan olettaa patevan myos absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmalla lausuttuihin
elementteihin. Oletettaessa elementti jaykaksi, voidaan siirtymasolmujen kayttaytymista
verrata johonkin muuhun Kkinematiikkateoriaan, esimerkiksi kelluvan koordinaatiston

menetelmé&én, tulosten osoittaessa liikeyhtalot yhtalaisiksi (Altarriba ym., 2012).
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Tamankaltaisen lahestymistavan ongelmana on kuitenkin elementin olettaminen jaykaksi,
jolloin toiseksi muuttujaksi valittu kenttd ei kykene antamaan nollasta poikkeavia arvoja.
Sekaelementin k&yttotarkoitusta ajatellen tallainen lahestymistapa on siis perustellusti
jarjeton, ellei sitten haluta vain ja ainoastaan keskittyd siirtymékentan kinematiikan
mahdollistamisen tarkasteluun. Koko sekaelementtikonstruktion kinemaattinen tarkastelu
muuttuu taas huomattavasti haastavammaksi riippuen my6ds vahvasti valitusta

sekaelementtityypisté ja toisen (tai kolmannen) muuttujakentdn ominaisuuksista.

Dynaamiset ilmi6iden mallintaminen toteutetaan sekaelementtimenetelméssé tavanomaiseen
elementtimenetelmé&an verrattavalla lahestymistavalla k&yttden erillisia massa- ja
jaykkyysmatriiseja. Esimerkiksi jannitys-siirtymamenetelmassd tdma yhtalo kehitet&dan
muotoon (Atluri ym., 1983);

o wla <o)l w2

missd M on sekaelementin i massamatriisi, Ae jannitysvektori, Au siirtymavektori, K
sekakonstruktion jaykkyysmatriisi ja fext ulkoisten voimien vektori. Tamé yhtalé mallintaa
siis  jannitys-siirtyma-sekaelementin dynamiikkaa, mutta siirtyma-paine-sekaelementin
yhtdld muodostetaan samalla periaatteella. Jos tdmén yhtdlén toimintaa ajatellaan
absoluuttisten  solmukoordinaattien menetelméssd, missdé massamatriisi on vakio
jaykkyysmatriisin ollessa useissa tapauksissa erittdin epdlineaarinen, on yhtalén kyky
mallintaa dynamiikkaa mahdollisesti kiistanalainen. Asiaa on tdman tutkimuksen ohessa
myos tarkasteltu ja tehty muun muassa ominaisarvoanalyyseja seka siirtyma-jannitys-, etta
siirtyma-paine-sekaelementeille, mutta tulokset eivat ole vastanneet odotuksia. On siis
mahdollista, ettd sekaelementtien kinematiikka ja dynamiikka absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmdssé vaatii myos osin uudentyyppisia tekniikoita mainittujen
ilmididen mallintamiseen. Tutkimuskysymyksend tdma on kuitenkin jo sen verran laaja asia,

ettd se on péétetty rajata tasta tyosta pois.
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4.4 Tulevaisuuden kehitysmahdollisuudet

On perusteltua olettaa, ettd absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméllda on
tulevaisuudessa sijansa myos kaupallisissa simulointiohjelmistoissa, jolloin menetelman
katsotaan my06s saavuttaneen sellaisen tason, etté sitd hyodynnettaneen tieteenteon lisaksi
my6s  teollisuuden  palveluksessa. Taméd  kuitenkin  edellyttdd  absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelméltd vield paljon kehittymistd. Yksi tallainen kehitysaskel
voisi mahdollisesti olla tassakin tyossd késitelty tutkimusongelma, eli sekaelementtien
lausuminen absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmalld. Muita tdh&dn kysymykseen
laheisesti liittyvid jatkotutkimuksen aiheita ovat muun muassa redusoitumattomien ja
hybridielementtien lausuminen absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméallad. Naista
erityisesti hybridielementteja voidaan pitdd mielenkiintoisena tutkimuskohteena, silla toisin
kuin sekaelementit, sallivat hybridielementit muuttujakenttien siséltdmien ulottuvuuksien
erilaisuuden, jolloin my6s niiden sovellusmahdollisuuksien voisi kuvitella olevan

sekaelementtikonstruktioita laajempia.

Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmé& on kehitetty tavoitteena parantaa suurten
siirtymien ja kiertymien mallintamisen tehostamista. T&hén tavoitekehykseen sijoitettuna
tilavuuselementit sopivat kieltdmattd huonosti, mutta toisaalta tilavuuselementtien etuja ovat
niiden fysikaalisten ominaisuuksien suhde todellisiin kappaleisiin sek& useissa tapauksissa
niiden numeerinen vakaus my0s sekaelementtikonstruktioina. Tdastd seuraa, ettd myos
muuttujakenttien ulottuvuudet ovat yleensd jo lahtGkohtaisesti samaa astetta, jolloin
sekaelementtiteorian soveltaminen sellaisenaan on kayttokelpoinen. Tutkimusprojektin
ensimmaisend askeleena on kaikki tdma siis perusteltua, mutta sovellusmahdollisuuksien
parantamiseksi on sekaelementtityyppeja kuitenkin valittava kehitettdvéksi myos muista

elementtijoukoista.

Sekalaattojen (Zienkiewicz ym., 1987; Aldefinger ym., 1993; Zienkiewicz ym., 2000b)
lausuminen absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméll& voisi olla mahdollisesti tdman
tutkimuksen seuraava askel. Laattaelementeista on kehitetty myGos
sekaelementtikonstruktioita, jotka soveltuvat muun muassa Kirchhoffin ohuiden laattojen ja
Reissner-Mindlinin laattojen analysointiin. Tutkimusjulkaisuja ovat tasta kysymyksesta
tuottaneet jo varsin varhaisessa vaiheessa muun muassa Herrmann (1968), de Veubeke
(1968) ja Visser (1969).
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Vahvasta pioneerityostd huolimatta laattasovellukset sekaelementtikonstruktioina ovat
kuitenkin monissa tapauksissa jadneet toistaiseksi teoriatasolle niissd ilmenneiden
soveltuvuusongelmien vuoksi (Zienkiewicz ym., 2000b). Useat sekaelementtilaattojen tyypit
ovat Babushka-Brezzin ehdon suhteen hankalia toteuttaa, vaikeuksien ilmetessa jo
soveliaiden interpolointifunktioiden etsinndssé tai sitten viimeistddn analysoitaessa
systeemejd, jolloin reunaehdot voivat herkasti tehdd elementtisysteemistd epédvakaan.
Liséksi haasteita on tuottanut laattojen liittdiminen muuntyyppisiin elementteihin. Tdman
vuoksi monet niistd sekalaattatyypeistd, mitkd ovat Babushka-Brezzin ehdon mukaan
numeerisesti  vakaita ja siten sovelluskelpoisia, saattavat olla kaytdnnossa
sovelluskelvottomia yhteensopivuuden puutteiden takia muuten kuin erikoistapauksissa
(Zienkiewicz ym., 2000b).

Erityyppisia palkkeja mallintavien sekaelementtikonstruktioiden (Zienkiewicz ym., 2000b;
Hjelmstad ym., 2003; Li, 2007; Santos ym., 2009; Alsafadie ym., 2010) kohdalla haasteet
keskittyvat usein ei-siirtymakenttdd approksimoiviin muuttujiin. Monissa tapauksissa tdma
on seurausta siitd, ettd palkkielementti yksinkertaistaa suhteellisen paljon palkin todellisia
fysikaalisia ~ ominaisuuksia,  jolloin  ollaan  konfliktissa  sekaelementtiteorian
ulottuvuusvaatimusten kanssa. Palkkielementtityyppeja on kuitenkin useita erilaisia, jolloin
yksinkertaistuskin on toteutettu aina elementtityypisté riippuen. Euler-Bernoullin palkkia
analysoitaessa jannitykset huomioivalla sekaelementtimenetelmallda ongelmaksi nousee
jannityskenttd. Ta&mé&  yksiulotteinen  palkkityyppi  jattdd huomioimatta  palkin
pitkittaissuuntaiset ~ venymédt ja  leikkausmuodonmuutokset,  jolloin erityisesti
pitkittaissuuntaisten  venymien puuttuminen  kyseenalaistaa my6s laskennallisen
jannityskentan paikkaansa pitdvyyden. Lisaksi toinen haaste |6ydetddn elementin
kaksisolmuisuudesta: Jos jannityksia interpoloidaan samoista solmuista kuin siirtymia, tai
edes palkin neutraaliakselilta, ovat jannitykset teoreettisesti Euler-Bernoullin palkin ollessa
kyseessa nollia. Mikali jannitysten interpolointikenttdd laajennetaan toisen ulottuvuuden
suuntaan, ei  palkkimalli ole en&  kauttaaltaan  yksiulotteinen,  jolloin
sekaelementtimenetelmdn sijaan olisi kaytettdva hybridimenetelmid. Timoshenkon teoriaa
kaytettdessd, jolloin myo6s leikkausmuodonmuutos huomioidaan, tdma asia hankaloituu
entisestddn. On siis mahdollista, ettd yleisista tapauksista puhuttaessa useamman muuttujan
analysointikysymystéd olisi palkeista puhuttaessa sekaelementtien sijaan kannattavampaa
lahestya hybriditeorialla (Atluri ym., 1983).
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Tilavuuskonstruktioon perustuvien sekaelementtien sovellusmahdollisuuksia pohdittaessa
voisi olla jarkevampéad, ettd suurten kiertymien mallintamisen sijaan keskitytddn suoraan
pohtimaan orientaatiotermien tarjoamien mahdollisuuksien hyodyntdmistd. Teoreettisesti
niista voisi olla apua erikoistapauksissa, missé solmun aseman lisaksi keskeistd on tuntea
solmuun liittyvdn muotofunktion orientaatio. Tamdankaltaisia tilanteita voidaan l6ytaa
esimerkiksi kontaktimalleista, joissa kontaktista muodostunut kitka on syysté tai toisesta

merkittavassa asemassa.

Esimerkiksi Coulombin kitkateoriassa, joka on kitkateorioista yksinkertaisin mutta samalla
usein myos eniten ké&ytetty, Kitkapinnan orientaatio suhteessa kitkan ilmenemisen
mahdollistavaan ulkoiseen voimaan on erittdin keskeinen kysymys. Asia monimutkaistuu
entisestddn, jos kitka on luonteeltaan ja ominaisuuksiltaan syystd tai toisesta Coulombin
kitkasta poikkeava, esimerkiksi polymeerimateriaalien kontaktissa muodostuvaa kitkaa
(Grosch, 1963; Berger ym., 2000; Persson, 1998; Persson ym., 2003). Tuolloin on
tyypillistd, ettd polymeerikitkan hystereesiskomponentin maéarittelemiseksi on kitkapintojen
muodonmuutosten oltava mahdollisimman tarkkaan tunnettuja. My6s adheesiokomponentti
rilppuu  usein,  erityisesti  karkeammilla  kitkapinnoilla ~ my6ds  kitkapintojen

muodonmuutoksista.

Polymeerikitkasovelluksien  ehk& tunnetuin  tutkimusalue on kumimateriaalien
kitkaominaisuuksien tutkiminen (Grosch, 1963). Esimerkiksi rengasteollisuudessa ollaan
tastd kysymyksestd hyvinkin kiinnostuneita, mutta vastaavia sovelluskohteita 16ytyy usein
my0s biomekaniikasta. lhmisen kavelyd simuloitaessa taméantyyppisiin kysymyksiin
voidaan tormatd muun muassa kainalosauvojen kumisten péiden kitkakontaktianalyyseissa,
vastaavasti jalkinekdvelyn analysointi vaatii usein polymeerikitkan huomioonottamista.
Kumisaappaiden lisdksi nykyaan myos muiden jalkineiden pohjamateriaalit ovat joko kumia
tai ominaisuuksiltaan kumimaista muovia. Kokoonpuristumattoman kumimateriaalin
analysointiin siis tarvitaan esimerkiksi siirtyma-paine-sekaelementtia ja vastaavasti
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelman tarjoamien solmujen orientaatiotietojen

avulla voidaan polymeerikitkakontaktia mahdollisesti lahestyé uudella tavalla.
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Erilaiset maaperdanalyysit ovat my6s osa-alue, missa sekaelementin kyvysta mallintaa
kokoonpuristumattomia materiaaleja ja solmujen sisdltdmistda orientaatiotiedoista voi
mahdollisesti olla apua (Moresi ym., 2003; Mancktelow, 1999). Kivimateriaalit ovat usein
ominaisuuksiltaan kokoonpuristumattomia ja esimerkiksi mannerlaattojen kontakteissa ovat
elementin orientaatiotiedot usein merkittdvassa asemassa kontaktia mallinnettaessa,
kuvattiin tuo kontakti sitten milld tahansa kitkateorialla. Toistaiseksi tdménkaltaisia
simulointeja on toteutettu kayttden kerrostyyppisia elementtirakenteita ja maaperan
ominaisuuksia ajatellen ndistd tuskin pé&stdénk&aan tdysin eroon, mutta mahdollisesti
sekaelementtien ja absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmén soveltamisella voidaan
ehk& saada simulointia parannettua ainakin kontaktien osalta. Joka tapauksessa, tamé
mainittu osa-alue on tutkimuskysymyksend niin suuri, ettd lilkaa ennakkospekulaatiota

mahdollisesti tulevaisuudessa tehtévien tutkimusten saavutuksista ei ole syyté tehda.

5. Yhteenveto

Tassa lisensiaatintydssd kasiteltiin - sekaelementtimenetelm&d ja sen soveltuvuutta
absoluuttisten  solmukoordinaattien ~ menetelmaan. Kaksi  suhteellisen  yleista
sekaelementtityyppid, mitk& olivat jannitys- ja siirtymékentat seka siirtyma- ja painekentét
sisdltavat elementtityypit, esiteltiin  lausuttuna absoluuttisten  solmukoordinaattien
menetelmélld. Lis&ksi tyossa pohdittiin - etuja ja haasteita, mitd absoluuttisten

solmukoordinaattien menetelméa néille elementtityypeille asettaa.

Taman tyon johdannossa esiteltiin  monikappaledynamiikan ja elementtimenetelmén
teorioiden taustoja, sekd Kartoitettiin  yleisluontoisesti sitd tiet4d, mikda johti
elementtimenetelmé&dn  sisaltyvdn  absoluuttisten  solmukoordinaattien  menetelmén
kehittdmiseen. Toisessa luvussa perehdyttiin tarkemmin absoluuttisten solmukoordinaattien
menetelmé&an ja annettiin esimerkkeja eri fysikaalisten tekijoiden lausumisesta absoluuttisten
solmukoordinaattien menetelmalld. My6s muutamia elementtityyppeja esiteltiin.
Absoluuttisten solmukoordinaattien menetelman lisaksi toisessa luvussa kasiteltiin myos
sekaelementtimenetelmd. Sekaelementtimenetelman katsottiin sisdltdvén sellaisia usean
muuttujakentén analyyseihin soveltuvia elementtityyppej4, joissa siirtymakenttd kuuluu aina

sekaelementtida maarittavaan funktionaaliin erotuksena redusoitumattomista elementeista.
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Sekaelementtien todettiin eroavan hybridielementeistd siten, ettd sekaelementeissé kaikki
muuttujakentdt ovat aina ulottuvuuksiltaan samanasteisia. Hybridielementtimenetelmdssé
tallaista ehtoa ei todettu olleen. Sekaelementeille tyypillisia Babushka-Brezzin
tasapainoehtoja késiteltiin ja todettiin, ettd numeerisesti tasapainoisten ja simuloitavan
kohteen fysikaalisten ominaisuuksien laskentaan soveliaiden sekaelementtityyppien

kehittdminen on usein haastavaa.

Kolmannessa luvussa esiteltiin  kaksi tavanomaista sekaelementtityyppid lausuttuna
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmallda. N&mé sekaelementit olivat tyypiltddn
siirtyma-jannitys- ja siirtymé-paine-muuttujia analysoivia elementtejd. Naiden elementtien
osalta oli kuitenkin todettava, ettd niiden soveltuvuus absoluuttisten solmukoordinaattien
menetelm&an ei ole paras mahdollinen. Ne eivat kykene kasittelem&an suuria kiertymia,
mihin absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmd on péaasiassa suunniteltu. Kuitenkin,
sen kaltaisissa erikoistapauksissa, missa on tarpeen tietdd solidielementtien solmujen

orientaatiot, voi ndistéa elementeisté olla hyotya.

Paatelmissa pohdittiin  kolmannessa luvussa esiteltyjen elementtien ominaisuuksia ja
mahdollisuuksia seka tarkasteltiin mahdollisuuksia sekaelementtien soveltamisesta myo6s
laatta- tai palkkiteorioihin siten, ettd solmujen asemat ja orientaatiot maaritelladn
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmalla toisen muuttujakentdn perustuessa
elementin omaan lokaaliin koordinaatistoon. Erityisesti palkkielementti todettiin jo
ldhtokohtaisesti hankalaksi toteuttaa johtuen palkkielementin erityisominaisuuksista.
Sekalaattojen katsottiin olevan véahan helpompi tutkimuskohde, mutta myds aiemmat
tutkimukset sekalaatoista osoittavat, ettd mikali itse sekalaattaelementti saadaan
numeerisesti tasapainoiseksi, saattavat sen sovellusominaisuudet olla siitd huolimatta

rajalliset johtuen laattojen huonosta yhteensopivuudesta muihin elementtityyppeihin nahden.

Taman lisensiaatintyon tuloksena voitiin siis todeta, ettd sekaelementtien soveltaminen
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelmdén on tutkimisen arvoinen aihe. Kuitenkin,
yleisluontoisena lopputuloksena pé&adyttiin siihen, ettd sekaelementtien soveltaminen
absoluuttisten solmukoordinaattien menetelméssa usein kéytettyihin rakenne-elementteihin,
kuten palkki- ja laattateorioihin, voi osoittautua haastavaksi. Siksi hybridielementtiteoriaa
on ehkd syytd my0s pitdd osana tutkimussuunnitelmia, mikéli tutkimusta tdmén aiheen

parissa jatketaan.
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