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Kostean paperin jannitys riippuu venymén lisédksi ajasta, jolloin jannityksen sanotaan
olevan viskoelastista. Téssd kandidaatintutkielmassa sovitettiin viskoelastinen malli
kostealle paperille tehtyihin jannitysmittauksiin.

Schaperyn viskoelastisessa mallissa on materiaalikohtaisia epélineaarisia funktioita, joi-
ta arvioimalla kappaleen jénnitys voidaan laskea integraaliyhtédlon avulla. Paperin ta-
pauksessa néiden funktioiden tietdminenkdin ei valttaméatta takaa kunnollista sovitus-
tulosta, silla paperissa tapahtuvien peruuttamattomien muodonmuutosten vaikutus
jannitykseen on jokseenkin tuntematon. Kaikkien Schaperyn mallin epélineaarisuus-
funktioiden selvittdminenkéén ei ole mikdéan helppo tehtédvé, vaan vaatii periaatteessa
useita jannitysmittaussarjoja.

Tyon nakokulmana oli tutkia, voiko viskoelastisen mallin materiaalifunktioita arvioi-
da suoraan mittauksista. Tarkoituksena oli parantaa mallin ennustaman jannityksen
sopivuutta mittauksiin. Hyva sovitustulos saatiin, kun luovuttiin tavanomaisen mallin
kaytosta ja siirryttiin sovellettuun malliin, jossa paperin kireysominaisuudet muuttuvat
venytyksen eri vaiheissa.
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Symboli- ja lyhenneluettelo

SIS

s

Pyoristys alaspéin

Kimmokerroin
Relaksaatiomoduluskerroin

Aikariippuva relaksaatiomodulus
Viskoelastinen skaalausfunktio

Jacobin matriisi

Toinen derivaattamatriisi
Mittausmatriisi

Aika

Regularisointiparametri

Suhteellinen venyma
Relaksoitumisaikavakio

Jannitys

Ensimmaisen kertaluvun Tihonov-regularisaatio
Toisen kertaluvun Tihonov-regularisaatio

Nollannen kertaluvun Tihonov-regularisaatio



1 JOHDANTO

1.1 Tausta

Kappaleen jannitystd venymén funktiona kuvataan yksinkertaisimmassa tapauksessa
Hooken lain avulla. Sen mukaan kappaleessa vaikuttava jannitys on kimmokertoimen
ja suhteellisen venymén tulo. Kimmokerroin voi olla niin skalaari kuin matriisikin,
jolloin materiaali on anisotrooppista. Useiden materiaalien kireys ei kuitenkaan riipu
lineaarisesti venymésté ja tdlloin puhutaan epilineaarisesta elastisuudesta [1]. Mate-
riaalin jdnnitys saattaa myds olla lineaarista vain pienilld venymilld, mutta muuttua
epélineaariseksi tietyn pisteen jélkeen. Esimerkiksi kuminauhojen epélineaarisuussiir-

tymén voi todeta helposti [2].

Kappaleen jénnitys voi riippua senhetkisen venymén lisdksi aiemmista venymisté. Kiin-
teiden aineiden muistiominaisuutta kutsutaan viskoottisuudeksi ja siiné venyttamisesté
johtuva jannittyminen relaksoituu ajan myota loppuarvoonsa [3]. Jannityksen aikariip-
puvuus esitetddn venymén aikaderivaatan ja relaksaatiomoduluksen konvoluution avul-
la. Kéaytdnnossa jannitys on elastisen ja viskoottisen jannitysosuuden summa. Elas-
tisuuden tavoin viskositeetti voi olla epilineaarista. Viskoelastisia materiaaleja ovat

muun muassa vaahtomuovi ja paperi, jonka jannitysté tassé tyossa tutkitaan.

Viskoelastisilla materiaaleilla ja malleilla on monia sovelluskohteita. Viskoelastisesta
aineesta valmistettuja vaimentimia on kéytetty Yhdysvalloissa suurten rakennusten
suojaamiseen maanjaristyksiltd [4]. Iskunvaimentimien mitottaminen on vaatinut vis-
koelastisten mallien kdyttod. Kostean paperin viskoelastisuus taas kiinnostaa varsin-
kin paperitehtaissa, joissa paperin jannityksen ennustaminen mahdollisimman tarkasti

venymahistorian perusteella auttaisi vikatilanteiden ehkéisyssa [5].

1.2 Tutkimusongelma, tavoitteet ja rajaus

Kappaleiden venyminen on paljon tutkittu luonnonilmio. Venytyksessa tapahtuvia mo-
lekyylitason muodonmuutoksia on vaikeaa mallintaa niin, ettd makroskooppinen veny-
minen olisi selitettavissé pelkéstddn niiden avulla. Venymaén ja jannityksen vilille onkin
méadrattava jonkinlainen eksplisiittinen riippuvuus, jotta toisen suureen ennustaminen
toisesta olisi mahdollista. Frilaisia malleja on olemassa runsaasti. Kéytettdva malli

riippuu materiaalista ja kayttotarkoituksesta.



Viskoelastisten materiaalien ainekohtaisten parametrien tai funktioiden méaéarittaminen
ei ole helppoa, ja usein malliin joudutaan tekeméén yksinkertaistuksia. Jannitys- ja ve-
nyméamittausten sovittaminenkaan ei ole yksiselitteinen tehtédva, silla jo pelkké oletus
materiaalin tdydellisesta viskoelastisuudesta voi olla liian kova. Kappaleessa voi tapah-

tua plastisista muodonmuutosta.

Tyo6n tavoitteena oli sovittaa teoreettiseen viskoelastiseen malliin kostean paperin jannitys-
mittauksia. Tarkoituksena oli tutkia, voiko sovitusta parantaa sovittamalla materiaali-
kohtaiset funktiot suoraan mittauksiin. Lisdksi kokeiltiin lisdtd viskoelastiseen malliin

lisimuuttujia, jotka pyrkivit ottamaan huomioon mahdollisen plastisen muutoksen.

1.3 Tutkimusmetodologia

Mittausten késittely tehtiin Matlabilla ja Pythonin Numpy-kirjastolla. Jénnityksen
relaksoituminen sovitettiin mittauksiin ratkaisun reunaehdot huomioivalla lineaarisella
pienimmén neliGsumman sovitustyokalulla. Jotkin mittausaineistot uudelleennéytteistettiin

laskostumista ehkéisevilld FIR-suodattimella [6] ndytepisteiden ja kohinan vihentédmiseksi.

Varsinaisen viskoelastisen yhtélon integraalit muutettiin diskreettiin muotoon ja las-
kettiin numeerisesti Riemannin summana. Integraalissa esiintyneitd derivaattoja ap-

proksimoitiin niin ikdan differensseina.

Viskoelastisen mallin tuntemattomia funktioita arvioitiin suoraan mittauksista, miké
vaati yhtéloryhmén, jossa oli enemmén tuntemattomia kuin yhtéloité, ratkaisemista.
Apuna kéaytettiin perinteisté lineaarista regularisointimenetelméé, joka pakotti ratkai-

sun pienimmén neliGsumman mielessé ratkeavaksi.

1.4 Tutkimusjirjestelyt

Ensimmaisessé késittelykappaleessa tutustutaan lyhyesti viskoelastisesta ja -plastisesta
mallista olevaan kirjallisuuteen. Toisessa kappaleessa késitelladn materiaalien jannityksen
ja venyméan riippuvuutta yksinkertaisimmasta Hooken laista lédhtien aina Schaperyn in-
tegraaliyhtaloon saakka. Lisdksi kappaleessa kuvaillaan lyhyesti kdytettyja sovitusme-
netelmii. Kolmannessa osiossa tehdéadn selkoa tyossd kaytetystd mittausaineistosta ja
ohjelmistoista seké esitelldén sovitustulokset. Viimeiset kappaleet keskittyvat tuloksien

pohdintaan seké jatkokehittelyn tarpeen toteamiseen.



2 KIRJALLISUUSKATSAUS

Tyossé tarvittavaa teoriatietoa on saatavilla niukasti suomeksi. Viskoelastisuuden taus-
talla olevia fysikaalisia ilmiGitd on selvitetty joissakin suomenkielisissé luentokalvoissa
ja tutkimuksissa lyhyesti [7, 8]. Perustiedot Maxwellin ja Kelvin-Voigtin materiaaleista

l6ytyvét kotimaisten yliopistojen luentokalvoista [9] englanniksi.

Epilineaarisesta viskoelastisesta mallista ei ole juuri ollenkaan suomenkielisté tietoa.
Perustiedonlidhteend on kdytettéva lihinné tohtorinvéitoskirjojen [10] teoriakappaleita.
Yksityiskohtaisimmin erilaisten mallien kayttoesimerkkeja 16ytyy asiaan vihkiytyneistéa
julkaisuista. Sellaisia ovat Mechanics of Time-Dependent Materials [11], Journal of

Engineering Mechanics [12] ja Tappi [13].

Hyvéné apuna ja yleisené johdatuksena viskoelastisuuteen voitaneen pitdé Joonas Sor-
varin vaitoskirjaa [5]. Véitoskirjan johdantokappaleen ja liitteend olevien julkaisujen
voimin pérjéad pitkéalle. Nimenomaan paperin viskoelastisesta kidyttdytymisesté ja eri-
laisten mallien kdyttokelpoisuudesta padsee perille puolestaan Appita- [14] ja Tappi
[13]-lehdissé julkaistuista artikkeleista. Niistd kdy muun muassa ilmi, minkélaisia etuja

ja haittoja erilaisilla relaksaatiomalleilla on.

Paperikuiduille soveltuvia viskoplastisiakin malleja on kehitetty [15], vaikka useimmi-
ten muodonmuutokset oletetaan palautuviksi. Venytyksen aiheuttamia véhéisida, mutta

peruuttamattomia muodonmuutoksia paperissa ei ole valttdmatta helppo mitata.

3 TEORIA

3.1 Elastinen venyminen

1670-luvulta peréisin olevan lain mukaan jousen aiheuttama jannitysvoima F' on jousi-
vakion k ja venymén x tulo.

F=—kx (1)
Materiaaliopissa Hooken laista kidytetddn mieluummin muotoa
o = Fe, (2)

jossa o on kappaleessa vaikuttava jinnitys [N/m?], E kimmokerroin ja e suhteellinen

venymé. Kerrointa kutsutaan myos Youngin modulukseksi. Jos venytys tai puristus on
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kolmiulotteista, kertoimen yksikkoé on sama, mutta kimmoekertoimen sijaan puhutaan
tilavuusmoduluksesta (eng. bulk modulus). Hyvin ohuiden materiaalien, kuten paperin,
paksuus voidaan olettaa mitdttomaéksi. Siinéd tapauksessa elastisen kertoimen yksikko

on sama kuin jousivakion, [N/m]. Silloin puhutaankin kappaleen kireydesté.

Jannityksen tai venymisen sanotaan olevan lineaarisesti elastista, jos niiden vélinen
riippuvuus noudattaa tarkasti yhtalod (2). Jousiterdksestd valmistettujen ja sopivasti

kierrettyjen jousten lineaarisuus on hyvin suuri [16].

Jos aineen kimmokerroin ei ole joka suunnassa sama, on aine anisotrooppista. Ani-
sotrooppisen kappaleen jannitys riippuu siitd, missé suunnassa kappaletta venytetaan.

Elastinen kerroin on anisotrooppisella aineella matriisi E, joka kuvaa venytysvektorin

jannitykseksi.
En Ein Eug
E=|Ey) Ey FEy |,0=Ee (3)
Esi Esy Ess

Kaikkein yleisemmaéssé lineaarisen elastisuuden tapauksessa kimmokertoimena kaytetaan
neljinnen kertaluvun sekatensoria. Silloin seké jannitys ettd venymé ovat matriiseja.
Jannitysmatriisi kertoo, kuinka suuri ja mink& suuntainen jénnitys kappaleessa vaikut-
taa kaikkien kolmen koordinaattiakselin suunnassa. Muun muassa puun lujuusominai-
suudet riippuvat siitd, onko kuormitus syiden suuntaista vai vastaista ja onko voima
tyypiltdan venyttavad vai vadntavaa [17]. Jannitysmatriisin komponentit ilmoitetaan

summausyhtélon [18]
0 = Z Eijrien
Kl

avulla.

Neljannen kertaluvun elastisuustensoristakaan ei ole loppujen lopuksi paljon hyo6tyé,
silla ldhes kaikkien materiaalien jénnityksen suhde venyméén on epélineaarinen. Nor-
maalisti lineaarinen jousivaakakin muuttuu ennemmin tai myohemmin epélineaariseksi,
kun sitd venytetddn tarpeeksi. Epélineaarisen elastisuus johtuu aineen mikroskooppi-
sesta rakenteesta. Metallien venymén lineaarisuus péaattyy, kun dislokaatiot jarjestyvét
uudelleen [19]. Ei-metallisilla aineilla muutos tapahtuu molekyylien vélilld, kun ne siir-
tyvét ja kiertyvéat uusiin paikkoihin. Isojen polymeerien liike on vaikeasti ennustettavaa
ja jotkin aineet kayttaytyvét epélineaarisesti vahéisillikin venymilld. Paperien elasti-
suus on maltillisilla arvoilla lineaarista. Epélineaarinen jannitys taytyy esittdé vaikkapa

paloittain maaritellylla funktiolla.
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Kuva 1. Lineaarisen elastisuuden muuttuminen epélineaariseksi.

Jos venymisen aiheuttama rakennemuutos ja&d pysyvéksi, puhutaan elastisen kdytoksen

sijaan plastisuudesta.

3.2 Viskoelastinen venyminen

Viskoottisen aineen jénnitys riippuu sen venytyshistoriasta. Lahes aina puhutaan kum-
minkin viskoelastisesta materiaalista, silla kaikilla materiaaleilla jannitykselld on elasti-
nenkin osuus. Viskoelastisen kappaleen sanotaan relaksoituvan, kun sen venyttdminen
lopetetaan. Relaksoitumistestissd kappale venytetéaédn ddrettomén lyhyessé ajassa nolla-
venymésté johonkin suurempaan venymaéén. Relaksoitumista kuvaamaan on kehitetty

erilaisia materiaalimalleja [20], jotka ovat lineaarisia differentiaaliyht&loité.

Erdas SLS-malleista on Maxwellin malli, jonka mukaan jannityksen ja venymén valilla

on yhteys
do 1 o de

— = 4
dt £, n dt (4)
jossa n on materiaalin viskoottisuus ja £, kimmokerroin. Yhtdlon voi ratkaista integroi-

van tekijan menetelmélld [21] jannityksen suhteen, jolloin saadaan [22]

a(t):/ EyeEyT(:T)die(T)dT (5)

T

—Ey(t—7)
Termia Eye % merkitéén kirjallisuudessa yleisemmin E(t — 7)ma ja sitd kutsu-

taan relaksaatiomodulukseksi. Relaksaatiomoduluksella on tavallaan sama merkitys
kuin kimmokertoimella tai jousivakiolla, mutta niistd poiketen relaksaatiomodulus on

ajasta riippuva funktio.
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Erés toinen viskoelastisuuden standardimalli on nimeltdan Kelvin—Voigt:

o(t) = Bye(t) + 70 )

Maxwellin mallissa viskoelastisen jannityksen ajatellaan johtuvan sarjaan kytketyista
iskunvaimentimesta ja jousesta, Kelvin-Voigtin -mallissa niiden ajatellaan olevan taas
rinnakkain. Maxwellin malli ennustaa yleensé tarkemmin relaksaation. Kelvin-Voigtin
malli toimii paremmin virutustestissé, jossa mitataan venymaéaé, kun kappaleen jannitys

pidetéén vakiona [23].

Zener- eli SLS-malli (eng. standard linear solid) pyrkii yhdistdméadn sekd Maxwel-
lin ettd Kelvin-Voigtin mallin hyvat puolet. Se mahdollistaa my6s relaksaatiotestin
jalkeisen loppujédnnityksen olevan nollasta poikkeava &édrettéménkin ajan kuluttua.
Zener-mallissa Kelvin-Voigtin iskunvaimennin on korvattu Maxwellin mallin sarjaan-

kytketyilld iskunvaimentimella ja jousella, jolloin on saatu kolmiosainen systeemi.

SLS-malli on yleisessa differentiaaliyhtdlomuodossa [24]

ago(t) + a10’(t) = boe(t) + bi€'(t) (7)

Yhteista kaikille malleille on kuitenkin se, ettd ne mallintavat lineaarista viskoelasti-
suutta. Silloin jannityksen relaksoituminen johonkin arvoon tapahtuu eksponentiaali-
sesti ajan funktiona, kun alussa tehty veto (venytys, engl. draw) on tehty dérettomén

lyhyessé ajassa.

3.3 Epilineaarinen viskoelastisuus

3.3.1 Relaksaatiospektri

Zener-mallinkaan neljd vakiota as, aq, by ja by eivit valttamatta riitd kuvaamaan tar-
kasti relaksoitumisen jénnityskehitysta. Askelvenytyksen jalkeisessé relaksoitumisessa
voi olla vaiheita, joissa jénnitys ei noudatakaan eksponenttifunktiota. Aineen voi sil-
loin ajatella koostuvan yhden tai kahden jousen ja iskunvaimentimen sijaan useasta
jousesta tai iskunvaimentimesta. Relaksaatiomodulus on t&lléin superpositio kaikista

komponenteista, jolloin sen voi esittdéd eksponenttitermien summana, niin sanottuna
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Pronyn sarjana [24]:

t

E(t)=Ex+ Y Eie™ . (8)

Pronyn sarjan kertoimille vaaditaan tavallisesti ehto E; > 0, koska relaksaation voi
mieltdd spektrimaiseksi. Teoriassa sarjassa voi olla ddreton madra termejé, mutta noin
viisi termidkin riittda useimpiin tarkoituksiin hyvin. Relaksaatioajat \; voidaan usein
kiinnittda etukiteen. Ne on kuitenkin hyvéa valita niin, ettd edeltdvin suhde seuraa-
vaan on jokseenkin vakio. Niiden vaihteluvélin on oltava riittdvén laaja, joten usein

pienimmén ja suurimman relaksaatioajan suhde on jopa satatuhatkertainen [25].

Pronyn sarja ei ole suinkaan ainoa keino relaksaatiomoduluksen parantamiseksi. Méakelan

yhtilo on yksinkertaisempi [14],
E(t) = By, — klog(t).

Yhtalossd Ei, vastaa mitattua relaksaatiomodulusta sekunnin kuluttua darettomén
lyhyestéd venytyksestéd ja k on dimensioton vakio. Mékeldn yhtélo vastaa kohtuullisen

hyvin paperin relaksaatiomodulusta [13].

3.3.2 Schaperyn malli

Zenerin mallin integraaliyhtalostd [22] kdytetddn lineaarisen viskoelastisuuden tapauk-
sessa joskus muokattua versiota, jossa Pronyn sarjan vakiorelaksaatiomodulus on viety
integraalin ulkopuolelle:

t

o(t) = Exe(t) +/ AE(t — T)diE(T)dT, (9)

— 0 T

misséa

AE(t—7)=E({t—7)— FEx.

Schaperyn malli on 1960-luvun lopulla kehitetty integraaliyhtélo epélineaariselle vis-
koelastisuudelle. Se on yleisimméssd muodossaan [11]
o10) = holet) Bae(t) + (et [ 5[ T [T L i
— 0 00 1 —_— = — =) Y/ 2 .
0 0 ac(e(t)) Jo ac(e(t)) dr 10)
10

Lineaarista viskoelastisuutta (9) voidaan pitdd Schaperyn mallin erikoistapauksena.
Funktiot hg(€), hi(€), hao(€) ja a.(€) ovat materiaalikohtaisia epalineaarisuusfunktioita.

Kaikkia neljad funktiota ei voi méaarittad yhdestd mittauksesta yksiselitteisesti, silla
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tuntemattomia on enemman kuin mittauspisteitd. Tyypillisesti joko hg tai hy olete-
taan epilineaariseksi ja muut funktiot asetetaan vakioiksi. Muun muassa hyperbolisia

funktioita ja polynomeja on kéytetty epélineaarisena elastisuusfunktiona hq [5].

Schaperyn mallin lisdksi epélineaarista viskoelastisuutta voi mallintaa usean sisdkkaisen
integraalin voimin [5].
3.4 Tihonov-regularisointi

Mittausten sovittamisessa kéytettiin apuna Tihonovin regularisointia. Regularisoinnil-
la pyritddn vihentdmééan yhtaloryhmén ratkaisun kiusallisia piirteité, kuten paikallista
varahtelya ja silld voi myos ohjata ratkaisua haluttuun suuntaan, jos joistakin muut-
tujista on etukéteistietoa. Se on suureksi avuksi inversio-ongelmien ratkaisussa, jossa
tuntemattomia muuttujia voi olla enemmén kuin mittauksia. Lineaarisessa Tihonov-
regularisoinnissa minimoidaan mittausyhtdlon Max = y ja regularisointimatriisilla L

operoidun ratkaisuehdokkaan normien summa

minimoi || Mz — y|; + o Lz]||3. (11)
€T

Lineaaristen mittausyhtéloiden tapauksessa minimi saadaan laskemalla yhtaloryhméan

Mz =7y, (12)

jossa

pienimmén neliGsumman ratkaisu [27]

x=(M"M"M"y. (14)

Regulointimatriisioperaattori L voi olla nollatta (ZOT), ensimmaéistd (FOT), tai toista

kertaluokkaa (SOT). ZOT on identiteettimatriisi ja se rankaisee ratkaisun suuruutta.
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Kaksi muuta vaihtoehtoa rankaisevat vastaavasti joko ensimmaéisen tai toisen derivaa-
tan karkeutta [28].

SOT-matriisi on muotoa

1 -2 1 0 0
0 1 -2 1 0

(15)
0 0 1 -2 1

Tihonov-regularisointi sopii my6s epélineaaristen ja huonosti asetettujen ongelmien rat-
kaisemiseen. Periaatteena on minimoida kohdefunktion ja havaintovektorin erotuksen

nelion seké regularisoidun ehdokasratkaisun nelion summaa

minimoi | f(2) - y|[, + o L3 (16)

Minimointia voidaan yrittda esimerkiksi Gauss-Newtonin epélineaarisella pienimmén

neliosumman sovituksella iteroimalla [29]:

g1 =x; + (J T+ ol L) (I (y — f(x5)) — ol Lxy). (17)

Téassa tyossa kiytettiin pddasiassa SOT-regularisointia, koska toisen kertaluvun regu-
larisointi tekee ratkaisusta paikallisesti siledn. Sileys on tavoiteltavaa, koska mallin-
nuksessa on kyseessé paperin viskoelastinen kiytos, jonka epélineaarisuusfunktiot ovat
olleet monessa tutkimuksessa sileitd. Regularisointiparametrin « valinta on jopa oma
tieteenlajinsa [30], mutta téssi tyossi se valittiin silmédmadriisesti niin, ettd paikallisen

vardhtelyn maara pysyi mahdollisimman pienené.

3.5 Sovitusmenetelméit

3.5.1 Pronyn sarjan sovitus

Relaksaatiomoduluksen esittdminen Pronyn sarjalla ja sen kertoimien sovittaminen
on yleensd ensimmaéinen tehtdvé tutkittaessa viskoelastista kayttdytymisté, joten se
sovitettiinkin heti aluksi. Sovitus on teoriassa yksinkertaista, silld jos relaksaatioajat
A; valitaan etukéteen, kertoimet F; saadaan alhaalta rajoitetulla PNS-menetelmallé.

Pronyn sarja sovitettiin suoraan mittauksiin yhtalolla
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2

N
—t
minimoi ||E + Ee* — Eu
2 s)

2

s.e. E,E,>0

Pronyn sarjaa maéaéaritettdessd paperi venytetdin mahdollisimman nopeasti johonkin
vakiovenyméén, minka jéilkeen kireys mitataan. Yhtélossi (18) E,,;e tarkoittaa nime-
nomaan mitattua paperin jannityksen ja venymén suhdetta. Téaysin askelmaista ve-
nytystéd on kuitenkin mahdotonta toteuttaa. Zapas-Phillipsin menetelmé [31] pyrkii
korjaamaan ramppivenytyksen askelmaiseksi:

P2 (19)

€

Jos venytys aloitetaan ajanhetkelld ¢ = 0, niin ¢; merkitsee ajanhetkeé, jona ramppi-
mainen venytys lopetetaan ja relaksoituminen alkaa. Kuvassa 2 ¢; olisi siis kohdassa
t = 2. Zapas-Phillips-korjaus pétee, kun ¢ > % Pronyn sarja sovitettiin Zapas-Phillips-

korjauksella ja ilman.

3.5.2 Epilineaarisuusfunktioiden arviointi suoraan mittauksista

Materiaalifunktioiden (hq, hq, hs ja a.) sovittaminen mittauksista on mahdollista Scha-
peryn mukaan moniaskeleisesta venytysjirjestelysté, joissa joko jannitystd tai veny-
tystd muutetaan [32]. Virumakomplianssimuotoisen Schaperyn yhtélon gy saadaan esi-
merkiksi selville, kun mitataan venymié erisuuruisten vakiojannitysten jilkeen [33]
ja mittaukset sovitetaan polynomiin. Virumakomplianssimuodossa kappaleen venyméa
on jannityksen funktio, eikéd toisinpéin. Samantapaisesti voidaan kuitenkin menetelld
jannitysmuotoisenkin yhtdlon kanssa 10. Téarkeda on se, ettd mittauksia tarvitaan ni-

menomaan usealla venymaétasolla.

Sen, kdyttiaytyyko materiaali epélineaarisesti vai ei, voi todeta yksinkertaisen venytys-
kokeen perusteella. Jos kappale on lineaarisesti viskoelastista, tulee venytysten jalkeisten
jénnityksien asettua origon kautta kulkevalle suoralle. Liséksi venytyksen aikaisen jannityksen
tulee kasvaa suoraan verrannollisesti venytysnopeuden ja jonkun eksponenttifunktion
konvoluutioon. Muussa tapauksessa materiaali on vihintaén epélineaarisesti viskoelas-

tista.

Numeerisessa mielessé funktiot hg ja ho ovat siitd mukavia, ettd kun viskoelastista

integraaliyhtloa (9) approksimoidaan summalla, funktiot pysyvét erillisind. Sen sijaan
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a. ja hy kerrottaisiin vaistaméattd ho:n kanssa, jolloin diskretoitu yhtélo ei olisi enda

lineaarinen, vaan siiné esiintyisi funktioiden ristitermeja.

Pelkastdan mittausten pohjalta muodostettujen matriisien aste saattaisi jadda niin pie-
neksi, ettei yksiselitteinen ratkaisu ole valttamatta mahdollinen. Vaikka mittausmatrii-
sissa M olisi enemmén rivejd kuin sarakkeita, yhtaloryhmaé olisi silti aliméératty. Sovi-
tusten yhtaloryhmét saatiin ratkeavuusmielessé yksiselitteisiksi, kun niihin kéytettiin
Tihonov-regularisointia. Regularisointimatriisien tehtdvéana oli mittauksista puuttu-
vien funktion h;:n arvojen arvioinnin lisdksi varmistaa, ettéd ratkaisun derivaatta pysyi
kurissa. Regularisoinnissa kéaytettiin Lo-matriisia, joka rankaisi ratkaisun paikallista

vaihelua ja hyppimisté.

3.5.3 hg:n diskretisointi ja sovitus

ho:n sovittamiseksi Schaperyn integraaliyhtdlo avattiin diskreettiin muotoon matrii-
siyhtélod varten. Jokainen mittauspiste vastasi yhté rivid matriisissa M. Yhtalon (10)
mukainen jénnitys on taten summamuodossa

i—1

O'(tl) ~ hO(Ei)Eooei + Z AE(tz

Jj=0

tj + tj+1 €i+1 — €5
— At. 20
e (20)

At

Mittausmatriisin jokaisella rivilld vain yhden sarakkeen arvo poikkesi nollasta. Ky-
seessd oli se sarake, jonka indeksi vastasi alaspéin pyoristettyd venymén ja vektori-hg:n
resoluution kédnteisluvun tuloa:

k= |€10°] (21)

Vastaavasti yhtéaloryhmén oikealla puolella mittausvektori y:n alkiot ovat

EZAE S ) (23)

Néin muodostettiin matriisiyhtélo, jossa M operoi vektoriin hg. Tuloksen pitéisi olla
ldhelld viskoelastisen yhtdlon elastista jannitysosuutta. Diskretisoitu hy saatiin mit-
tausmatriisin M:n ja regularisointimatriisin Ls:n pienimmén neliGsumman ratkaisuna

(13).

Erés sovituskokeilu vaati funktion hg jakamista kahteen osaan, minké tarkoituksena

oli parantaa sovitusta [34]. Ensimméisté osaa funktiosta kiytettiin, kun % > 0, jolloin
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funktion toinen osa sai arvon 0. Péinvastoin toimittiin, kun paperia kutistetetiin (engl.
destraining). Néin pyrittiin parantamaan mallin tarkkuutta relaksaatiovaiheelle ja sen

jélkeisille ajanhetkille.

Teknisesti mittausmatriisissa oli kaksi kertaa enemmén sarakkeita. Kun venytys oli

negatiivista, yhtdlon (22) k oli
k=N+1+ [10°], (24)

jossa N on suurinta venyméé vastaava indeksi mittausmatriisissa. Liséksi kumpikin hg

regularisoitiin omalla regularisointiparametrillaan.

3.5.4 hy:n diskretisointi ja sovitus

Funktio hs esiintyy viskoelastisessa yhtélossd (10) osana derivattaa, joten diskretisoin-
nissa tarvittiin apuna ketjusddntod. hy jaettiin hg:n tapaan kahteen osaan venymén
suunnan mukaan. Vastaavantyyppisté erottelua on sovellettu muun muassa asfaltille

[35]. Diskretoitu yhtélo on jonkin verran monimutkaisempi kuin hg:lla:

d(ha(e(t))e(t)), €41 — € €5(ha(€ji1) — hal(e;))
p” |t & A7 ( A + ha(€)))- (25)

Lineaarisissa sovituksissa mittausmatriisin M rivi vastasi yhtd mittausta. Sarakkeet
merkitsivat positiivisen ja negatiivisen venytyksen aikaista ho:ta, joten sarakkeita oli
yhté paljon kuin kahteen osaan jaetulla hg:llakin. Yksittdinen matriisin alkio oli summa

niista integraalin termeisté, joissa esiintyi alkiota vastaava h(e€):

i+t 1
My, = ) %;J_k AE(t; — %)(@'H —&)(1 - EjE)
Js J - t] +tj+1 1 (26)
+ ). AE(Li- 5 G —e)lGg)

j,le;105+1]=k

3.5.5 Muuttuvan relaksaatiomoduluksen sovittaminen

Muuttuvan relaksaatiomoduluksen mallissa sovitettavina oli diskretisoidun hg:n liséksi
muuttuvan relaksaatiomoduluskonvoluution kahdeksan siirtymétermia. Nelja relaksaa-
tiomoduluskerrointa sovitettiin kutistusvaiheeseen ja toiset nelja uudelleenkiristysvai-

heeseen. Relaksaatiomoduluskertoimet pakotettiin epénegatiivisiksi. Mittausmatriisi
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M oli muuten sama kuin kokeilussa, jossa diskretisoitiin pelkkdd hg:aa (22), mutta
siiné oli kahdeksan lisésaraketta uusia relaksaatiomoduluksia varten. Kaikki kolme siir-
tymaérelaksaatiomodulusta kerryttivéat viskoottista kireytté vain omalla aika-alueellaan,
mutta niiden ajan myoté eksponentiaalisesti vihenevi vaikutus otettiin huomioon mit-

tauksen loppuun saakka.

Minimointiin tuli mukaan SOT-reguloitu hy. Minimoinnin kohdefunktio oli siis

o ho(€) Eso€ + fg AE(t — T)g—:_ + AE,(t — T)g—:_dT o — fg AE,,(t — T)j—de
minimoi —
AE,AEyho aLyhg 0

s.e. AEy,AE, >0

(27)
Yhtélossi (27) AE,,:lla tarkoitetaan Pronyn sarjan siirtymérelaksaatiomoduluskertoi-
mia, jotka on sovitettu mittauksen alkuvenytyksen jalkeiseen relaksaatioon. Ne olivat

siis ennalta méaratyt.

3.5.6 Epilineaaristen mallien sovitus

Epélineaarisissa kokeiluissa sovitettavat muuttujat taytyi sovittaa mittauksiin epélineaarisen
optimoinnin menetelmin. Tytkaluna kiytettiin Gauss-Newtonin iteratiota (17). Kokei-
lujen regularisointimatriisi L oli yhdistelma SOT- ja ZOT-matriisista. SOT-matriisi
reguloi arvioitavaa funktiota h; ja ZOT-matriisi taas muita muuttujia, joiden valilla ei

ollut minkéanlaista sileysvaatimusta.

Malleissa minimoitavat funktiot olivat periaatteessa muotoa

1/ (hi;p) — yl|s + a1 || Lohl|2 + a2 ]| ZD]| (28)

eli ZOT-regularisoidut muuttujat operoitiin omalla matriisillaan.

Kaytannossd ZOT-matriisi oli esimerkiksi muotoa

ao 0 0
Z - 0 aq 0 ) (29)
0 0 a9

2
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jos h;:n lisdksi sovitettavia muuttujia oli kolme kappaletta. Suuri a; tarkoittaa, etti

sitéd vastaavan muuttujan p; tulisi olla ldhelld nollaa.

Kaikki regularisointioperaatiot pystyi kuitenkin yhdistaméén yhdeksi matriisiksi L:

Ly 0
L= , (30)
0 Z

jolloin se operoi funktion h;:n ja muiden muuttujien p:n yhdistelmévektoriin.

4 AINEISTO JA TULOKSET

4.1 Mittausaineisto

Tyon mittausaineisto oli kahdentyyppista.

Ensimmaisessid mittausaineistossa (kuva 2) paperia oli venytetty neljassd vaiheessa.
Aluksi paperi oli venytetty vakionopeudella vakiovenyméén, jonka jilkeen sen oli an-
nettu relaksoitua noin kymmenen sekuntia. Lopuksi venyméa oli pienennetty melkein
nollaan ennen kuin paperia oli alettu jélleen venyttdéd samalla nopeudella katkeamis-
pisteeseensi. Venytysnopeuksia oli kolme erilaista, 1 %/s, 10 %/s ja 100 %/s. Liséksi
mittauksia oli tehty vaihtelevilla kiintoainespitoisuuksilla. Jannitys oli mitattu taa-
juudella 500 (1 %/s), 2000 (10 %/s), tai 8000 (100 %/s) Hz. Tulokset oli talletet-
tu .xls-tiedostoon. Yhdestd venytysoperaatiosta kertyi kymmenié tuhansia venymé- ja

jannitysmittauksia.

Toisessa aineistossa paperiliuskaa oli venytetty pykélittdin, ennen kuin paperin kirey-
den oli annettu menné& nollaan ja se oli lopuksi venytetty katkaisupituuteensa saakka.
Venytysnopeuksina oli kdytetty 0,55 %/s, 5,5 %/s ja 55 %/s. Mittauksia oli puoles-
taan tehty taajuudella 1000 Hz. Venytyssaskelien mééira ennen loppuvenytysté vaihteli
yvhden ja viiden vélilla. Aineistossa kédytetyn paperilaadun kiintoainespitoisuustietoja
ei ollut saatavilla, joten mittausten hyodyntamisté ristiin ensimmaéisen aineiston kans-
sa ei tehty. Tyossa kédytettiin muutenkin enimmékseen ensimmaéistd aineistoa, josta
relaksaatiomodulus oli yksiselitteistd méaarittda. Aineistojen vililla oli sekin ero, etté
paperin venytyksen vdhentédminen oli tehty ensimmaéisessé aineistossa samalla tavalla.
Jalkimmaéisessd aineistossa ndennéinen venytys oli poistettu kokonaan, joskus taas ei,

vaikka paperin kireys olisi saatu nollaan ilmankin.
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Kuva 2. Erédén venytysmittauksen kulku, paperin venymé ajan funktiona.
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Kuva 3. Kuvan 2 venytyksen aiheuttama jannitys ajan funktiona. Mittauksen lopussa paperi

katkesi.
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Kuva 4. Erddn moniaskeleisen venytysmittauksen kulku ennen katkaisuvenytysti, paperin

venymé ajan funktiona.
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Kuva 5. Kuvan 4 venytyksen aiheuttama jannitys ajan funktiona.
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4.2 Ohjelmistot

Aineiston numeerinen késittely tehtiin pddasiassa Matlabilla. Pienimmén neliGsumman
sovitusten tekeminen olisi onnistunut Microsoft Excelillakin. Excelin sovitusalgoritmi
perustuu joko GRG-menetelméén (generalized reduced gradient) tai evoluutiolasken-
taan, joka pystyy loytdmaéadn sovitteelle jopa globaaleja minimeja. Matlabissa globaa-
liin optimointiin kykeneviéd tyockaluja ovat simulannealbnd ja ga. Gradienttipohjaisia
epalineaarisia sovittimia ovat taasen [sqnonlin ja fmincon. Ty0Ossé esiintyvét funktiot
ovat kuitenkin jatkuvia ja derivoituvia, joten gradienttimenetelmié voi kiyttda ainakin
lokaalien minimien etsintédén. Ratkaistavien tuntemattomien mééré oli sitd paitsi niin

suuri, ettd globaali optimointi olisi ollut erittdin hidasta [26].

Matlabin resample-uudelleennéytteistystyokalua kaytettiin mittauspisteiden vahentédmiseen
sovituskokeiluja varten. Matlab-kokeiluissa kaikkien funktioiden diskreeteissé versioissa
oli 7850 alkiota, silld paperimittauksissa suurin venymaén arvo oli noin 7,85%. Epédtarkemman
resoluution kaytto olisi ollut mahdollista, mutta alle 10000:n alkion vektorit olivat viela
numeerisesti riittavian nopeita késitella. Alkioiden lukumééritietoa tarvittiin esimer-
kiksi yhtélossa (24), joten ei ollut samantekevéé, kuinka monta alkiota diskretisoituun

versioon otettiin.

Matlabin liséksi kokeiltiin Numpyn kéyttod mallien laskemiseen. Numpy on numeeri-
sen laskennan Python-kirjasto, jonka funktiot ja tietorakenteet on suunniteltu mahdol-
lisimman tehokkaiksi mutta helppokéyttoisiksi. Numpyn tehokkuuden ansiosta voitiin
luopua kokonaan sovitusongelman matriisiesityksestd ja kédyttdd monimutkaisempaa
epdlineaarista mallia. Numpyn malleissa diskretisoituja funktioita hy ja ho kiytettiin
muuten samalla tavalla kuin Matlabin lineaarisissa malleissa, mutta alkioita vekto-
reissa oli 7850:n sijaan 800. N&in vdhennettiin laskenta-aikaa. Epélineaaristen mal-
lien Numpy-skripti laski paperin viskoelastisen kireyden konvoluutiosummalla. Skripti
osasi laskea paloittain méariteltyjen siirtymarelaksaatiomodulusten viskoottisen kirey-
den ja periaatteessa sille pystyi antamaan hyvinkin epélineaarisen mallin laskettavaksi.
Senkéén avulla ei kokeiltu laskea Schaperyn mallin (10) a.()-termin siséltavia tuplain-

tegraaleja.

Niin ik&én tehokasta Pythonin Scipy-kirjastoa testattiin joidenkin kertoimien optimoin-
tiin, mutta Matlabin optimointityokalut todettiin aivan yhta riittéviksi siihen tarkoi-

tukseen.



4.3 Eri kokeilujen sovitustulokset

4.3.1 Pronyn sarja
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Kuva 6. Paperin relaksaatiovaiheet erinopeuksisten venytysten jélkeen. Hitaan venytyksen

jélkeen jadnnosrelaksaatiomodulus on suurempi kuin nopealla venytyksella.

Nopeus E E, Es E, E

100%/s 2166 697 481 412 3078
10%/s 7863600 1662 548 46 3040
1%/s 0 7900223 1283 633 3188

Taulukko 1. Zapas-Phillips-korjattuihin mittauksiin perustuvat Pronyn sarjan kertoimet.

Relaksaatioajat A1 = 0,01s, Ao = 0,1s, A3 = 1s ja Ay = 10s.

Pronyn sarja sovitettiin kappaleessa 3.5.1 esitetylla tavalla.



Nopeus E; E, Es E, E
100%/s 629 617 475 411 3078
10%/s 323 606 496 457 3040
1%/s 0 348 475 573 3189
Taulukko 2. Pronyn sarjan kertoimet ilman Zapas-Phillipsin korjausta.
Nopeus E1 EQ E3 E4 Eoo
100%/s 2166 697 481 412 3078
10%/s 0 2021 526 470 3036
1%/s 0 0 1614 567 3218

Taulukko 3. Zapas-korjauksessa lilan suureksi havaitut kertoimet on pakotettu nolliksi ja

sovitus tehty uudestaan.

4.3.2 Funktion hg:n arviointi, kun hq, hs,a, = 1

ho venyméin funktiona. a = 10000

ho

Kuva 7. SOT-regularisoitu hyg.
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Kuva 8. Mitattu kireys sekéd arvioidun hg:n avulla mallinnettu kireys.

ho venyméan funktiona. a; = 10000, as = 100000

—0.5

3 4 3 6 7 8

Venymaé, %

Kuva 9. SOT-regularisoidut hg:t (% > 0) ja (% <0).
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Kireys ajan funktiona.
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Kuva 10. Mitattu jannitys sekd venymé&historian perusteella kahteen osaan jaetun hg:n avulla

mallinnettu jdnnitys.

102 hoe venymén funktiona. a; = 10000, o, = 100000
7 : I I I I I I I

hoﬁ

_ 1 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Venyma, %

Kuva 11. Monotonisuustarkastelu: hge e:n funktiona.
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ho jaettiin kahteen osaan kappaleen 3.5.3 menetelmallé. Relaksaatiomoduluksena kéaytettiin

taulukon 3 arvoja.

4.3.3 Funktion hsy:n arviointi, kun hg, hi,a. = 1

ho venymén funktiona. oy = 50000, as = 20000
14 T T T T

v
=

>
no
—~
U
Fla
IA
(=)
~—

12

10 .

ho

hsy diskretisoitiin ja sovitettiin kappaleessa 3.5.4 kuvatulla tavalla. Relaksaatiomodu-

luksena kaytettiin taulukon 3 arvoja.
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Kireys ajan funktiona.
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Kuva 13. Mitattu kireys sekd molempien ho:ien avulla mallinnettu kireys.

4.3.4 Moniaskelvenytys
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Taulukko 4. Moniaskelvenytykseen sovitetut ja ZP-korjatut relaksaatiomoduluskertoimet.

Moniaskelvenytykseen sovitettiin hg erikseen seké yhdessd ho:n kanssa. Jéalkimmaéisessé

kokeilussa mittausmatriisin M sarakkeista puolet oli varattu diskretisoidun hg:n ja

puolet ho:n kéayttoon. Funktioiden diskretisointi on selitetty kappaleissa 3.5.3 ja 3.5.4.
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Kireys venymén funktiona.
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Kuva 14. Kireys venymén funktiona kahden moniaskelvenytykseen sovitetun mallin mukaan.



ho ja ho venymaén funktiona. oy = 5000, aje = 30000
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Kuva 15. Kahdella tavalla sovitettu hg, seké ho toisessa tapauksessa.

Kireys ajan funktiona.
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Kuva 16. Mitattu kireys sekd molemmilla tavoilla laskettu kireys ajan funktiona.
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4.3.5 Maksimivenymaéisti riippuva hg

ho venymén funktiona. «; = 50000, as = 20000
35 I I I I T T
—ho (€ > €maz)
—ho (€ < €naz)

O | | | | | | |

0 1 2 3 4 5) 6 7 8
Venyméi, %

Kuva 17. SOT-regularisoidut hg:t (€ > €maz) ja (€ < €maz)-

Maksimivenymésta riippuvassa kokeilussa hg jaettiin kahteen osaan sen mukaan, oli-
ko paperin venyménhistorian maksimiarvo ylitetty. Menetelméné kéytettiin kappaleen

3.5.3 lineaarista yhtaloryhmaa.
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Kuva 18. Mitattu kireys sekéd venymén maksimiarvon mukaan jaetun hg:n avulla mallinnettu

kireys.
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4.3.6 Venymin mukana muuttuva relaksaatiomodulus

Kireys venymén funktiona.

250 T T T T

—— Mittaus
—— Sovitus

200

150

—_
)
=}

Kireys, N/m
[
S

—50

_100 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5) 6 7 8

Venyméi, %

Kuva 19. Kireys venymén funktiona hg:n, AEy, :n ja AE,, :n mukaan laskettuna.

Kerroin B, Es Es Ey
AFE) 44683 11757 0 4505
AFE, 0 0 0 5171

Taulukko 5. Sovitetut siirtymérelaksaatiomoduluskertoimet muokatussa Schaperyn mallis-

sa. Fj viittaa kutistumis- ja F, uudelleenvenytysvaiheeseen. F., oli vakio, 3218.

Sovitus tehtiin kappaleen 3.5.5 yhtélon (27) mukaisesti. Yhtdlon (27) Zapas-Phillips-

korjattuina relaksaatiomoduluskertoimina kéytettiin taulukon 3 kertoimia.
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Kuva 20. SOT-regularisoitu hg.
Kireys ajan funktiona.
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ho venymén funktiona. o = 70000
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Kuva 21. Mitattu kireys sekd hg:n ja uusien siirtymérelaksaatiomodulusten avulla mallin-

nettu kireys.



4.3.7 Muokattu Schaperyn malli 1

Vetonopeus 1 %/s

36

Eoo El E2 E5 E4 €s (%)
Ey (3128) 25411 1192 3421 2493 -
E, 4224 127 528 91 2809 0,189
Taulukko 6. Sovitetut relaksaatiomoduluskertoimet ja skaalaustekiji muokatussa mallissa.
Kireys venymén funktiona.
250 T T T T
—— Mittaus
200l I— Sovitus
150
é 100
Z.
a
2 50
R
0
—50
_100 | | | | |
0 1 2 3 4 7
Venyméi, %
Kuva 22. Kireys venymén funktiona hg:n, AEy, m, E,,n ja €,:n mukaan laskettuna.




ho venymén funktiona. o = 100000

1.8

ho

Kuva 23.

250

Venyméa, %

SOT-regularisoitu hg muokatussa Schaperyn mallissa.

Kireys ajan funktiona.
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Kireys, N/m
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Kuva 24.
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6 18 20 22 2

4

Mitattu kireys seké monimutkaisemmalla mallilla laskettu kireys.
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Vetonopeus 10 %/s

hoe venymén funktiona. oy = 90000

10-2
45 10 T T T T
4 i
3.5 i
3 i
2.5 a
<
2+ i
1.5 A
1h i
0.5 i
O | | | | | | | | | | |
0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
Venyma, %
Kuva 25. hpe muokatussa mallissa.
Eoo E1 E2 E3 E4 €s (%)
Ey (3128) 3202 2917 923 657 -
E, 2684 601 201 1627 1967 0,329
Taulukko 7. Sovitetut kertoimet muokatussa mallissa, keskinopea venytys.

Mallissa sovitettiin hg:n lisdksi kutistamis- ja uudelleenvenytysvaiheissa vaikuttaneet

uudet relaksaatiomoduluskertoimet Ej, E, ja elastista venyméé alaspéin korjaava e;.

Malli oli epélineaarinen, joten sovitukseen kaytettiin kappaleen 3.5.6 menetelmia. Tau-

lukon 3 kertoimet toimivat alkuvedon aikana vaikuttaneena relaksaatiomoduluksena.
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Kireys venymin funktiona.
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Kuva 26. Mitattu kireys sekd muokatulla mallilla laskettu kireys keskinopeassa venytyksessé.

Muokatun mallin ZOT-matriisina (yhtdlo (29)) kdytettiin matriisia

0,001
0,01
0,01
0,01
0,01
0,01
0,01
0,01
0,01

1000

Matriisin (31) neljd ensimmaista lavistéjdalkiota vastasi AFy:ta. Loput alkiot oli tar-
koitettu uudelleenvenytysvaiheen kayttoon niin, ettd matriisin viides lavistajaalkio oli

kyseisen vaiheen F,, kymmenes €, ja loput alkiot vastasivat AF,:ta.



4.3.8 Muokattu Schaperyn malli 2

40

Eo

Ey

Es

es (%)

E,

4079

8901

1611

89

2708

0,346

Taulukko 8. Sovitetut parametrit toisessa skaalaustermimallissa.

Toisessa muokatussa mallissa sovitettiin hg:n lisdksi kutistumisvaiheessa vaikuttava

hs, , uudelleenkiristysvaiheessa vaikuttavat uudet relaksaatiomoduluskertoimet £, seké

elastista venyméé alaspéin korjaava €, joten tdmékin sovituskokeilu oli epélineaarinen.

Malli sovitettiin myos ilman e,:84. Alkuvenytyksen relaksaatiomoduluksena kaytettiin

taulukon 3 arvoja. Mallin ZOT-regularisointimatriisi oli samanlainen kuin toisessa

muokatussa mallissa (31), mutta kutistamisvaiheen relaksaatiomoduluksia vastaavat

lavistajaalkiot oli poistettu.




ho ja he, venymén funktiona. oy = 90000, ape = 5000
8 I I I I

7h0
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Venyma, %
Kuva 27. hy, ja hg, kun skaalaustekijédstd on luovuttu.

ho ja hs, venymin funktiona. ajy = 90000, axe = 10000
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Kuva 28. hy, ja hg, kun skaalaustekijidd on kiytetty.



Kireys venyméin funktiona.
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Kuva 29. Mitattu ja mallinnettu kireys venymén funktiona, €5:44 kiytetty.

Kireys ajan funktiona.
250 \ \ \

—— Mittaus

200 | — Sovitus |

150 |- .

—_
o
]
T
|

Kireys, N/m
(@)
S
T
|

_100 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Aika, s

Kuva 30. Mitattu ja mallinnettu kireys ajan funktiona toisessa skaalaustermimallissa.
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5 ANALYSOINTI

5.1 Pronyn sarjan sovitustulos

Kuvasta 6 ndhdéaéan, ettd hitaan venytyksen jélkeen paperin loppukireys on suurempi
kuin nopean venytyksen tapauksessa. Ilmio ei ole satunnainen, minké osoittaa monias-
kelvenytysaineistokin — nopean venytyksen jélkeinen loppukireys on ldhes aina hidasta
venytysta pienempi. Todennékoisesti paperi kokee aina hiukan plastista muodonmuu-
tosta, joka on sitd suurempaa, mitd nopeammin sitd venytetdédn. Paperi ei ole kuiten-
kaan niin tasalaatuista, ettd ilmio tapahtuisi aivan joka kerralla. Joidenkin valmistus-

sarjojen paperit saattavat olla kestdvampiéd kuin toisten.

Hitaaseen venytykseen sovelletussa Zapas-Phillips-korjauksessa on se ongelma, etta se
arvioi askelvenytyksen jilkeisen jénnityksen hyvin suureksi, jos Pronyn sarja sovitetaan
tarkasti useita termejé hyviksikdyttden. Kovin suuret jannitykset eivét ole fysikaalises-
ti valttamatta realistisia, vaikka ideaalinen askelvenytys pystyttéisiin jarjestdméankin.
Silloin voi olla kannattavaa asettaa pienié relaksaatioaikoja \; vastaavat kertoimet suo-
siolla nolliksi [13].

Taulukosta 1 ndhdéén, ettd joidenkin kertoimien F; sovitetuista arvoista saattaa tulla
jarjettoman suuret. Ilman aikakorjausta kertoimet olisivat taulukon 2 mukaiset. Taulu-
kossa 3 taas on pakotettu Zapas-Phillips-menetelméssé liian suuriksi havaitut kertoimet

nolliksi lisdehdolla ja sovitus tehty uudelleen.

Zapas-Phillips-korjaus on tarkoitettu relaksaatiomoduluksen arviointiin lyhytaikaisesta
ramppimaisesta venytyksestd. On hankala sanoa, miten jarkevaéd korjauksen kaytto
tai ylipadtdéan relaksaatiomoduluksen arviointi on, jos venytys kestdd kovin pitkéén.
Nopeampien venytysten Pronyn sarjan kertoimet ovat toisiinsa ndhden kohtalaisen

samansuuruiset ilman korjausta.

Hitaamman venytyksen numeerinen integrointi korjaamattomilla relaksaatiomodulus-
kertoimilla johti selvésti huonompaan relaksaatiovaiheen rekonstruktioon. Talloin hy:ta
tai h.:ia olisi pitdnyt kédyttdd laskennallisen kireyden korjaamiseen. Zapas-Phillips-

korjaus on siis perusteltu toimenpide.

Niin tai néin, lineaarisen viskoelastisen materiaalin tulisi palautua erinopeuksistenkin
venytysten jilkeen lopulta samaan loppukireyteen. Vakion F, sovitetut arvot poikkea-

vat sen verran toisistaan, ettd paperi on tdmén seikan valossa todennékéisesti elastovis-
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koplastista, mutta ei mitenkéén erityisen paljon. On muistettava sekin, ettd relaksaa-
tiomodulusta on hankala mitata yhdestd ramppimittauksesta ilman venytysnopeuden
ja materiaalin epalineaarisuustekijoiden vaikutusten huomioimista. Néaistd syistd re-
laksaatiomodulus onkin ollut tapana maéérittdd erilaisille venytysnopeuksille erikseen
[13].

5.2 Epéilineaarisuusfunktioiden sovitukset

5.2.1 Funktion hy:n arviointi, kun Ay, hs,a. = 1

Ensimmaisessé sovituskokeilussa tutkittiin funktiota hg, kun ho, hy ja a. oli asetet-
tu vakioiksi. Funktio sovitettiin aineistoon, jossa paperia venytettiin 1 % sekunnissa
(2), silld muiden venytysnopeuksien ongelma oli mittauspisteiden epétasainen jakau-
tuminen venytysvaiheiden ja vakiovenymévaiheiden kesken. Sovituksen regularisointi-
parametrit valittiin silmamé&araisesti kokeilemalla erilaisia arvoja, eikéd esimerkiksi L-
kdyramenetelméd [30] kiytetty. Tapa ei ollut jérin tieteellinen, mutta niihin kokeiluihin

sen katsottiin soveltuvan tarpeeksi hyvin.

Kuten kuvasta 8 ndhdéén, arvioidun jénnityksen vastaavuus mittauksiin on sanalla sa-
noen heikko. Tulos on huono, vaikka sovitusyhtéloista jatettiin kokonaan pois ajanhetki

13...14 s, jolloin mallinnettu jdnnitys menisi negatiiviseksi.

Sininen kayra kuvassa 8 puheena olevana ajanhetkené esittédkin viskoelastisen yhtélon
(10) integraalitermin vaikutusta. Jos aikavali olisi sisdllytetty sovitukseen, tuloksesta
olisi tullut viela huonompi. Funktion muoto on erityisen ikéva juuri mielenkiintoisella
1...2:n prosentin alueella, onhan paperi sekd venynyt ettd relaksoitunut silld valilla.
Tulos tukee ajatusta, etté epélineaarinen hg ei yksin riitd kuvaamaan riittdvén tarkasti

viskoelastista kireytta.

Kuvasta 11 voi todeta, ettd molemmat hge:t ovat sovituksen perusteella kasvavia, mikéa
on fysikaalisesti jarkevdd — muuten paperin kireys vihentyisi, kun venymé kasvaisi.
Valitettavasti 1 %:n kohdalla positiivista venytysnopeutta vastaava osa on hetkellises-
ti vihenevi. Notkahdusta selittidnee se, ettd uudelleenvenytyksessi (engl. restraining)
mitattu jannitys on muodonmuutoksien takia alhaisempi kuin alkuvenytyksessd. So-
vitus on kompromissi ndiden kahden tapauksen valilta. Lisdksi on huomattava, etti
kutistusvaiheen aikana venymés ei lasketa tdysin nollaan, joten hg (% < 0):n arvot

dt
nollavenymén laheisyydessé ovat regularisointimatriisin arvioimia.
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Kaksiosainen h

ho:n jakaminen kahteen osaan venymén derivaatan mukaan ei parantanut merkittavéasti
mallin sopivuutta mittauksiin, miké ilmenee kuvasta (18). Suurin ongelma on edel-
leen jélleenvenytyksen aikainen jannitys, jonka viskoelastinen malli arvioi yldkanttiin.
Paperin uudelleenkiristyksen jannityskehitys on silmédméaéraisestikin erindkoinen kuin
alussa, joten huono sopivuus ei yllata. Pelkistéd hg:n derivaattajaottelusta ei ole apua
kutistamisvaihetta pidemmille. Liséiksi negatiivisen venytyksen hy on jopa yllattavin
paljon erilainen kuin positiivisen venytyksen aikainen hg. Kutistamisvaiheen hy muut-
tuu jyrkésti 2 %:n kohdalla, koska paperin kireyskin vihentyy hyvin voimakkaasti heti

kutistamisen alettua.

5.2.2 Funktion hs:n arviointi, kun hg, hy,a, = 1

Kaksiosaisen ho:n sovitus mittauksiin tehtiin 1dhinné kokeilumielessi. Kokeilulla py-
rittiin selvittdamaéédn, pystyyko pelkén ho:n sovittaminen parantamaan sovitustulosta

hg:een nihden.

Tulokset olivat samankaltaiset kuin hg:llakin. SOT-pehmennettyjen ha-vektorien poh-
jalta tehtyjen rekonstruktioiden pahin puute on venytysvaiheissa nahtdvat mittauk-
siin sopimattomat mutkat (kuva 13). ho:n muotokin on véiristynyt 2 %:n ldhettyvilla
(kuva 12). Kokeilun johtopéétos on selvé: kaksiosainen ho kérsii samoista ongelmista
kuin hg:kin. Sovitustulos on sentdédn hieman parempi kuin pelkélld hg:lla, mutta jos
sovitustuloksia haluttaisiin soveltaa kiaytdnnossé, pelkdn hg:n kdyttdminen lienee kan-
nattavampaa. Toisin kuin hg:n, myos ho:n derivaatta vaikuttaa sovitukseen. Siksi ho:n
sovittaminen on vaikeampaa ja regularisointiparametrin valinta vaikuttaa sen muotoon
enemman. ho:n sovituksessa jouduttiinkin kokeilemaan monia regularisointiparametrin

arvoja.

Seké hg:n ettd ho:n sovittamisen johtopéa#tos on, ettéd venytyksen derivaatan suunnan
perusteella jaetuilla Schaperyn mallin epélineaarisuusfunktioilla ei kerta kaikkiaan pys-
ty mallintamaan paperin kireyttd tarkasti. Tavanomainen malli ei ota huomioon, etta

paperin kireysominaisuudet nayttdvat muuttuvan venytystestissa.
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5.2.3 Moniaskelvenytys

Viskoelastinen malli oli pahoissa vaikeuksissa, jos paperin venyméad viahennettiin ja
uudestaan kasvatettiin. Moniaskelvenytysaineistolle tehdyn sovituksen perusteella se

naytti padsevin paremmin oikeuksiinsa, kun venymén derivaatta on aina epdnegatiivinen.

Moniaskelkokeen sovitustyo tehtiin Numpylla, vaikka malli oli lineaarinen. Regulari-
sointiparametrit valittiin téssékin sovituksessa kokeellisesti niin, ettéd arvioitavat funk-
tiot olivat mahdollisimman sileitd mutta mallin antama kireys oli ldhella mitattua ki-
reytti. hg:n regularisointiparametrin arvo voitiin asettaa jo aika pieneksi ilman, etté

sen muoto olisi kérsinyt vérdhtelysté.

Regularisointiparametriksi valittiin ayg = 5000 ja kaikki muut kolme epélineaarisuus-
funktiota asetettiin ykkosiksi. Lisdksi kokeiltiin, miten ho:n sovittaminen yhtéd aikaa
ho:n kanssa vaikuttaa sovitustulokseen. Etukéteen oli tiedossa, ettd nédin saatava rat-
kaisu ei ole yksiselitteinen, vaan riippuu valituista regularisointiparametreista. Liéhinna
haluttiin ndhdé, muuttuuko uudessa tapauksessa hg suuntaan tai toiseen. ho:n regula-

risointiparametriksi asetettiin s = 30000 ja hg:n parametri pidettiin 5000:ssa.

ho:n lisddminen paransi sovitusta, mika ei ollut yllattavaa. Viimeiset venytykset nayttavit
kasvattavan hetkellisté kireyttd alkuvenytyksid enemmén, minké hy huomioi. Molem-
missa sovituksissa ilahduttavaa oli se, ettd ho(e = 0) on kohtalaisen ldhelld ykkosté
molemmissa yritelmissd (15); Schaperyn puhdasoppisessa mallissa sitd nimenomaan
toivottiin [5] niin sanotun interkonversio-ominaisuuden vuoksi. hy(0) on valitettavas-
ti melko kaukana arvosta 1, mutta rajoiteoptimoinnilla tai sovitusmenetelméé hieman
muuttamalla sekin saataisiin pakotettua ykkoseksi. Kireyden rekonstruktiokin on mo-
lemmilla kohtalainen (14, 16), mutta pelkdn hg:n sovittaminen aiheutti jokseenkin suu-

ren suhteellisen poikkeaman mittaustuloksiin ndhden alkuvenytyksen aikana.

Toisaalta kaikki funktiot ovat erittéin sileitd, joten kokeilua voi pitdd melko onnistu-

neena. Jos tarkoituksena on venyttiaé paperia vain yhteen suuntaan, mallilla parjannee.

5.3 Viskoelastisesta oletuksesta luopuminen

Kaikkien aiempien sovituskokeilujen perusteella néytti siltd, ettd viskoelastisella mal-
lilla on ongelmia uudelleenvenytysvaiheen kanssa, jonka venymé-jannitys-kuvaaja on
selvisti alkuvetoa laakeampi. Riippuvuus muuttuu uudelleen, kun venymaé ylittaé kah-

den prosentin rajan. Paperin viskoelastisuuden tarkka luonne vaikuttaisi riippuvan
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siitd, venytetddnko paperinpalaa sellaisilla arvoilla, joita se on aiemmin kokenut vai
ei. [lmiGté voisi verrata analogisen min-max-lampoémittarin toimintaan; mittari muis-

taa aarilampdotilat, vaikka lampotila muuttuisikin.

Koska viskoelastisten skaalausfunktioiden pitéisi olla venymé&historian vaiheissa eri-
laiset, paperissa taytyy tapahtua ainakin mittausaikaskaalassa plastista muodonmuu-
tosta, mikd on sinédnsd hyva oletus, silld paperin pysyvén venymén aikakehitys on
erittain hidas ilmio [36]. Viskoplastisessa mallissa suuri venytysnopeus turmelee hidas-
ta enemmén materiaalia ja relaksaation jéilkeinen jannitys on pienempi, aivan kuten

mittauksissa kédy (kuva 6).

Elastoviskoplastisten mallien kéytettdvyytta tdsséd tapauksessa rajoittaa eritoten se,
ettd niissd venytys esitetdén ldhes aina jannityksen funktiona eiké toisinpédin. Yleisesti
kéytetdaan Schaperyn ja Perzynan [37] mallin yhdistelmdd. Perinteistd Perzynan mallia
varten tulisi arvioida vahintdén paperin viskoplastinen potentiaalifunktio ja efektiivi-
sesté viskoplastisesta venymésta riippuva kovettumafunktio. Asfaltin elastoviskoplas-
tista kayttaytymistéd tutkinut ryhmé havaitsi, ettei yhdistelmédmallikaan toiminut luo-
tettavasti [12], vaan se kdytti jannityshistorian pohjalta laskettuja muistipintoja ve-
nyméan mallintamiseen. Toisaalta aramidikuitujen viskoplastisuusfunktioksi riitti hy-
vin yksinkertainen logaritmifunktio [38]. Aramidimittauksissa kdytetyt aikaskaalat ovat

useita kertaluokkia paperimittauksia isompia, mikéd on hyva pitda mielessa.

5.3.1 Venymaihistoriasta riippuva malli

Tamén tyon paperimittauksiin kokeiltiin monimutkaisen plastisen mallin sijaan hieman
muokattua Schaperyn mallia, jossa elastinen funktio hgy on erilainen venymaéhistoriasta
riippuen. Kokeilulla pyrittiin selvittdmééan, parantaako viskoelastisesta oletuksesta luo-
puminen ollenkaan sovitusta. Viskoelastinen jéannitysyhtdld 10 muodostettiin muuten
samalla tavalla kuin yhtélossd (22), mutta hg jaettiin derivaatan sijaan kahteen osaan
venyméahistorian maksimiarvon perusteella. Jos venymé& oli pienempi tai yhtd suuri

kuin maksimivenymaé, kaytettiin toista funktiota ja péinvastoin.

Kokeilun tulokset on ndhtévissa kuvasta 17. Mikéli paperi venytetaéan sellaiselle venyty-
salueelle, jonka paperi on jo aiemmin kokenut, elastisen jannityksen tulisi olla pienempi
verrattuna tilanteeseen, jossa paperi venytetdin aiemman maksimivenyménsa yli. Ku-
va 18 paljastaa, ettd aiempien sovitusten mutkasta on talla menettelylld padsty eroon.
Taméan kokeellisen mallin haittapuolena on relaksaation jélkeisten venytysvaiheiden

yhteensopimattomuus; malli yliarvioi kutistumisvaiheen ja aliarvioi jalleenvenytyksen
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kireyden. Sovitus on korkeintaan tyydyttdva kompromissi eri kiristysvaiheiden valilta,

mutta parempi kuin venytyksen derivaatan perusteella jaettujen funktioiden.

On erittdin todennédkoisté, ettd venytyksen poistaminen muuttaa uudelleen paperin
rakennetta. Uudelleenvenytyksessa koettu venymaériippuvuus on nimittéin taas erilai-
nen. Esimerkiksi asfalttimallissa [12] on erdénlainen plastinen muistipinta, joka muut-
tuu ajan funktiona. Asiaan saisi todennékéisesti selvyyttéa venytyskokeilla, joissa veny-
tystd vuoroin lisdtédn ja vahennetddn. Téllaisesta testisarjasta materiaalin muuttuvat
relaksaatio-ominaisuudet voisi havaita. Tilannetta monimutkaistaa edelleen se, etta
toistuvat kuormitussyklit saattavat jossain vaiheessa vésyttdd paperin niin, etteivét

sen plastiset ominaisuudet endd muutu.

Paperin materiaalivakiot ndyttéavét epdilemétta muuttuvan venytyksen mukana. Uskot-
tavin todiste siitd on venymén poistovaiheessa tapahtuva téydellinen kireyden hévidminen.
Olipa paperi viskoelastisesssa mielessé kuinka epélineaarista hyvénsé, paperin jannityksen
ei tulisi hdvitd kokonaan kutistamisvaiheessa, silla alkuvenytykseen nédhden vain veny-

tyksen suunta on erilainen.

5.3.2 Muuttuva relaksaatiomodulus

Monimutkaisen, ajan ja venymén derivaatan integraalin myétd muuttuvan plastisen
muistipinnan kehittdmiseen ei ryhdytty. Kirjallisuusldhteen perusteella plastisuusinte-
graalin tulisi kerryttéé ainakin pysyvaa vakiovenyméé [38]. Téllaisen peruuttamatonta
muodonmuutosta kerryttivin integraalin kehittdminen kylmiltdéan olisi ollut hankala

tehtava.

Kappaleessa 5.3.1 tehtiin pieni muutos Schaperyn malliin. Sen jilkeen plastisuutta yri-
tettiin mallintaa monipuolisemmin niin, etté kiristyskokeen eri vaiheissa paperin re-
laksaatiomoduluksien annettiin muuttua. Ensimmaéisestd venytysvaiheesta kutistamis-
vaiheen alkuun saakka kéytettiin Zapas-Phillips-korjauksella saatuja kertoimia. Kutis-
tumisvaiheen jannityksen &killisen vahenemisen syyné taas saattaa olla se, ettd en-
simméinen venytys muokkasi paperin makromolekyylit kireyden kannalta suopeam-
paan asentoon. Siksi kutistamisvaiheessa malliin asetettiin sovitettavaksi uudet relak-
saatiomoduluskertoimet FE; lukuun ottamatta vakiotermid E.,. Samoin tehtiin uudel-
leenvenytysvaiheessa sithen venyméén saakka, jota paperi ei ole vielda kokenut. Plasti-
set ja viskoelastiset ominaisuudet ovat todennékoisesti kutistumisen myotd uudelleen
muuttuneet, mutta eivét vaikuta vélttamatta koskemattoman venytysalueen jénnityksen

kertymiseen. Téll4 tavalla uudelleenkiristysvaiheen venymériippuvuuden mutka 2 %:n
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ympéristossa saisi selityksen.

Itse sovitus antoi kohtalaisen uskottavia relaksaatiomoduluksen arvoja (taulukko 5).
Venymén pienentamisvaiheen kertoimet E) ja Es ovat kertaluokkaa suuremmat kuin
relaksaatiosta lasketut Zapas-Phillips-kertoimet ja ne vastaavat lyhytaikaisia relaksaa-
tioaikoja 0,01s ja 0,1s. On selvéd, ettd joidenkin kertoimien pitéisikin olla alkuve-
nytystd suurempia, jotta kireys poistuisi kokonaan. Palautusvaiheen kireyskehitys ei
ole tavanomaista, silld jannitys vdhenee jyrkimmin heti kutistumisen alettua. Pronyn
sarja ja pelkka relaksaatiomodulus ylipdatasan ei valttaméatta sovellu vaiheen mallinta-
miseen, jos plastiset ominaisuudet muuttuvat. Vaihtoehtoisesti negatiivisen venytyksen

aikaisena hg:na tai hg:na pitéisi kayttad erilaista funktiota.

Ongelmaa monimutkaistaa se, ettd nollakireyden aikaisista muodonmuutostapahtumis-
ta ei olla perilla. Mallissa nimenomaan oletettiin, ettd kaikki konvoluutiot vaikutta-
vat yhta merkittavésti siitd ldhtien, kun niitd on alettu kerryttdd. Teoriassa siis aloi-
tusvenytyksenkin relaksaatio vaikuttaa mittauksen loppuun saakka, eiké se "nollaan-
nu” ollenkaan. Muuttaako nollakireys aiempien konvoluutioiden vaikutusta myohemmin

vai ei, sité ei tiedeta.

Mallin kehittdminen konvoluution painotukselle ja sen sovittaminen olisi kuitenkin
plastista muodonmuutosintegraaliakin vaikeampi tehtévé. Teoriassa painotuksen tar-
peen toteaminen on ainakin melko helppoa, jos kutistamista edeltdvan vakiovenymévaiheen

kestoa muutetaan.

Saatuja uudelleenkiristysvaiheen kertoimia voi pitéaé sellaisenaan uskottavina, silld ki-
reys kasvaa loivasti venymin mukana. Sen todellisen moduluksen selvittdminen olisi
tuskin vaikeaa. Kutistamisvaiheessa paperin venymé vietéisiin nollaan, jossa sen an-
nettaisiin olla pitkédén. Uudelleenkiristéimisessé relaksaatiomodulus mitattaisiin samal-

la tavalla kuin alkuvenytyksessékin ramppimaisesta koevenytyksesté.

ho on minimoinnin mukaan erittéin loiva (kuva 20), eiké siiné enéé esiinny aiempien ko-
keilujen tapaan poukkoilua 2 %:n ympéristossid. Kahden prosentin venymaéan kohdalla on
silti kddnnekohta, jossa funktion derivaatta muuttuu. Siksi herdé jalleen kysymys, oli-
siko kddnnekohta olemassa, jos alkuvenytys olisi tehty suurempaan venyméaén saakka.
Todennékoisesti mutkakohdan paikka on suurinpiirtein téllaisen mallin ja sovituksen
jilkeen aina alkuvedon venymén tuntumassa. Tamé malli pystyy mallintamaan pape-
rin kireyttd muokkaamattomia malleja paremmin (kuvat 21, 19). Tavoitteena olisi se,
ettéd arvioitu funktio olisi samanlainen mittausjarjestelysté ja kireystasosta riippumat-

ta. AFEm lisidksi vakiotermi F,:kin kaiketi muuttuu koejéarjestelyn aikana, miké voisi
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osittain selittdd laakean mutkan. Voihan olla, etté ilman plastista muodonmuutostakin

funktio olisi vastaavan muotoinen.

5.3.3 Mallin monimutkaistus, osa 1

Muuttuvien siirtymérelaksaatiomoduluskertoimien arviointi yhdessd hg:n kanssa pys-
tyttiin tekemé&én vield matriisiyhtalolla. Ongelma muuttui kertaheitolla epélineaariseksi,

kun piti selvittdd muuttuvia E..:ié, jotka kerrottiin hg:n kanssa.

Venymén vihentdmisvaiheen E,, pédtettiin asettaa samaksi kuin alkukiristysvaiheen
E . :kin, silla elastinen jannitysosuus tuskin viahentyi yhtéakkia venytyssuunnan vaihdok-
sen myota. Uudelleenkiristysvaiheeseen uusi E,, sen sijaan sovitettiin. Lisdksi malliin
lisittiin korjaustekija e,. Uudelleenvenytysjakson elastinen kireys oli siis tulo E.,, (€ —
€s)ho. Nain yritettiin saada edes alkeellisella tasolla plastinen venymé# mukaan malliin.
€s el missddn nimessd ole yhtd suuri kuin todellinen plastinen venymaé, silla plastis-
ta venyméé ei ole huomioitu mitenkd&n mittauksen alun ja kutistamisvaiheen lopun
vilisend aikana. Sen tarkoitus oli puhtaasti sovituksen parantaminen. Jos plastisen
muodonmuutosfunktion kehittdminen onnistuisi, F., olisi epdilemétta suurempi myos

alkuvaiheen jdlkeen; korjaahan e (e,) elastista kireyttd alaspéin.

[terointi tehtiin Gauss-Newton-menetelmilld kappaleen 3.5.6 mukaan ja koska rajoi-
tettua Gauss-Newton-sovitusta [39] ei kiytetty, relaksaatiomodulus- ja skaalaustekijé-
muuttujista otettiin itseisarvo ennen kuin kireys laskettiin niiden avulla. Kaytetty tapa
ei ollut suositeltava vakausmielessd, mutta ajoi asiansa. Itseisarvopakotus néytti aiheut-
tavan toisinaan joidenkin muuttujien arvojen vaihtelun jopa suuruusluokalla kahden
iteraation vélilla, mutta useimmiten paikalliseen minimiin paddyttiin ilman téllaista

virahtelya varsinkin, jos regularisaatioparametreja hiukan muutettiin.

Kokeilu oli numeerisesti muutenkin yllattdvan onnistunut, vaikka ZOT-matriisin (31)
ldavistédjaalkioiden véliset suhteet olivat jopa satamiljoonakertaisia. ZOT-matriisin arvot

valittiin kokeilemalla.

Vetonopeudelle 1% tehty sovitus on kohtalainen (kuvat 24 ja 22). hg saatiin erittédin
laakeaksi lisimuuttujien voimin (kuva 23). Kutistumisvaiheen kireys voisi vastata mit-
tausta paremminkin, silld se on edelleen ylédkanttiin arvioitu. Sovitettuja siirtymérelak-

saatiomoduluksia ja skaalaustekijad voi pitdd melko jarkevina (taulukko 6.

Keskinopeassa venytyksessé sovitus on paljon huonompi kuin hitaimmassa. Skaalausva-
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kio €s on jo niin suuri (7), ettd sen todenmukaisuuden voi kyseenalaistaa. Malli yliarvioi
uudelleenvenytysvaiheen kireyden 26 pahasti luultavasti siksi, ettd kutistamisvaihe vai-
kuttaa laskettua enemmén myohemméin vaiheen alkuun. Sovitettu hg on sentéén hyvin

laakea ja aidosti kasvava (25).

Molemmat kokeilut tukevat sitéd teoriaa, ettd uudet relaksaatiomoduluskertoimet eivét
riitd ilmion mallintamiseen. Lahelld nollakireytta kireyden vdhenemisnopeus on pal-
jon pienempi kuin vahenemisen alussa. Kyseisen vaiheen muodonmuutostapahtumille
taytyisi selvittdd, mité paperissa oikein tapahtuu kutistumisvaiheessa ja nollakireyden
aikana, seké kehittdd tapahtumille matemaattinen malli. Kutistumisvaiheen tapahtu-
mien selvittdmisesséa voisi kdyttdd apuna jopa suurnopeuskameraa, jolla paperikuitujen

liikkeita voisi kenties tutkia.

5.3.4 Mallin monimutkaistus, osa 2

Kappaleen 5.3.3 kutistusvaiheen rekonstruktioon ei oltu edelleenkaén kovin tyytyvaisia,
joten jatkokokeilussa lisdttiin epélineaariseen Numpy-skriptiin arvioitavaksi pelkastaan
paperin kutistamisen aikana vaikuttava hg, . ho oli kyseisessd mallissa kaikissa venytys-
vaiheissa vakio 1. hg:n tai hi:n sovitus olisi voinut tulla kyseeseen sindnsd yhtéd hyvin,
mutta jatkovenytyksen kireyden kasvun alun ajankohtaa ei niillé olisi pystynyt helposti
sddtamadn. hy, n tarkoitus oli nimenomaan voimistaa kireyden vahenemisté kutistami-
sevaiheessa niin, etté kireys pysyisi nollassa riittdvan kauan ennen uudelleenvenytyksen

alkamista.

Tehtdvissé oli optimoitavana hy, kutistuksen aikainen hy, , uudelleenvenytysvaiheen re-
laksaatiomodulukset FE;:t seké skaalaustekija e,. Kutistusvaiheessa kéytettiin samoja
relaksaatiomoduluskertoimia kuin aloitusvaiheessakin, jotka saatiin Pronyn sarjan so-
vituksesta (5). Kutistamisvaiheen kireyden poikkeuksellinen viheneminen alkuvetoon

ndhden jatettiin siis tdysin hg, m vastuulle.

Mallin vastaavuus mittauksiin on kaikista kokeiluista paras, mutta néin monimut-
kaisen mallin pitéisikin jo kaiken jdrjen mukaan sopia mittauksiin hyvin. Skaalauste-
kijamallista saadun ho, :n negatiivisuus silmiinpistévéa (kuva 28), mutta selitettavissé.
Kireysmallin konvoluutiossa lasketaan tulosdéannolla ja yhdistetyn funktion avulla

ho(€(7))e(T):n derivaatta. Kutistuksessa venymén derivaatta on negatiivinen ja se ker-
rotaan ho:n yhdistetyn derivaatan seké ho:n summalla. Kun hy, :lle asetetaan vield si-
leysvaatimus, saatu funktio ei ole mitenkéén jarjeton. Toisaalta hg, m ei ole tarkoitus-

kaan olla todenmukainen Schaperyn mallin mielessi, joten negatiivisuuden ei sinédnsa



52

pitdisi olla ongelma.

Jos suurehkoksi arvioitu skaalaustermi €, pakotetaan nollaksi, uusi hy, muuttuu hyvin
paljon, silla aputermin poisto taytyy kompensoida jotenkin. Ej;:t sdilyvét hyvin saman-
kaltaisina, mutta uudesta ho, :sta tulee kuvan 27 mukainen. Molemmat mallit pystyvét
mallintamaan kireyden ldhes yhtd hyvin. Kuvissa 30 ja 29 on esitetty skaalaustekijaa

kayttavan mallin laskema kireys venymén ja ajan funktiona.

Kumpaakaan sovitustulosta tai mallia ylipddtédén ei voi pitdé ihanteellisina, silla hg, :n
tarkka muoto riippuu siitéd, mistd venyméstéa kutistus aloitetaan. Alussa kireyden vihene-
minen on voimakkainta, mutta loivenee, kunnes jannitys saavuttaa nollatason. Jos ku-
tistaminen aloitetaan vaikka neljiastd prosentista, ei kireyden lasku voi milldéan olla
absoluuttisesti samanlaista kahdesta prosentista eteenpdin — hg, m téytyy olla erilai-
nen. Sekin piirre tai ongelma hy, :ssa on, ettd funktio riippuu alkuvedossa kaytetysta
relaksaatiomoduluksesta. Aloitustasosta ja relaksaatiomoduluksesta riippumaton malli

tulisi tarpeeseen.
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6 PAATELMAT JA JATKOKEHITYS

Maérélle paperille sovitettu viskoelastinen malli toimii kohtuullisesti, kun paperia ve-
nytetddn askeleittain tai yhtd kyytid loppuvenyméénsa. Ongelmiin malli joutuu, jos
venytystd vihennetddn. Paluuvaiheessa paperin ominaisuudet ovat muuttuneet, eika
kireytta voi laskea riittdvén tarkasti samoilla epélineaarisuusfunktioilla ja relaksaatio-
moduluksilla. Sovitustuloksista nékee, miten heikko rekonstruktiosta tulee, jos samoja

funktioita yrittda vakisin kayttaa kaikkiin vaiheisiin.

Relaksaatiomoduluskertoimet pystyy periaatteessa sovittamaan kolmella tavalla. Zapas-
Phillips-korjauksen jarkevyytté ja kidyton perisyité epéiltiin tyon alussa, mutta epausko
osoittautui turhaksi. Numeerinen integrointi osoitti, etté korjauksen ansiosta viskootti-
nen konvoluutio mukailee paljon paremmin mitattua kireytté, eiké integraalissa tarvitse
kayttad epélineaarisuusfunktioita valttamétta ollenkaan, kuten moniaskelvenytykseen

sovitetussa mallissa havaittiin.

Mallien antamat kireydet laskettiin tdysin numeerisesti Matlabilla ja Numpylld, eika
konvoluutioista kédytetty suljettua muotoa, vaikka teoriassa se olisi ollut mahdollista.
Suljetun muodon kaytto padtettiin hylata heti alussa, silld mittausaineiston vaihtami-
nen olisi ollut tyolastd paloittain mééariteltyjen kireysfunktioiden kannalta. Matlabia
kéytettiin yksinkertaisempiin lineaarisiin malleihin, Numpyé taas monimutkaistettui-
hin tapauksiin. Etenkin Numpy paljastui kétevéksi tyokaluksi konvoluutiolaskentaan,

ja mutkikkaankin mallin kdyttdminen oli silld helppoa.

Materiaalifunktioiden arviointitavassa noin yleisesti jai parannettavaa, silld funktioiden
pitéisi saada interkonversio-ominaisuuden perusteella arvo 1, kun venymaé on 0, eli vek-
torisoidun funktion ensimméinen alkio olisi pitédnyt pakottaa ykkoseksi. Vaatimus olisi
voitu siséllyttéad sovitusskripteihin melko vahé&isin muutoksin. Kaikki nelja materiaali-
funktiota olisi my06s voitu sovittaa yhté aikaa, vaikka niiden yksiselitteisyyttéa ei olisi
néin saatukaan ja vaikka erés niisté olisi vaatinut numeerisesti raskaan tuplaintegraa-
lin laskemista. Hypoteesi on, etté sovituksesta ei olisi silloinkaan tullut merkittdvasti
parempaa, vaan paperin muodonmuutokset olisivat tehneet sovituksesta enintdan tyy-

dyttavéan.

Plastiseen kaytokseen liittyvét lisimittaukset paperin kutistamisen seka uudelleenki-
ristyksen jélkeen olisivat tarpeellisia, silld venymén vdhentdminen muuttaa paperia uu-
delleen. Luultavasti sillikin on merkitysté, kuinka alas kokonaisvenyma lasketaan ja mi-
ten pitkdédn jannityksen annetaan olla nollassa. Plastisuudella on kaiketi omanlaisensa

jahmettymisspektrinsédkin, eli toisin sanoen peruuttamaton venymaé kasvaa hitaasti ve-
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nytyksen jdlkeenkin. Se voisi selittédé, miksi saman paperin siirtymaérelaksaatiospektrit
riippuvat kovin paljon nopeudesta. Uudelleenkiristysvaiheen relaksaatiomoduluksen
mittaaminen olisi ainakin triviaalia. Eréds avoin kysymys liittyy paperin relaksaatio-
ominaisuuksiin: mitd tapahtuu sen kireydelle venymén funktiona, kun paperin kuor-

mitus on syklisté.

Paperille pitéisi ehdottomasti kehittéd elastoviskoplastinen malli. Tehtédva ei ole help-
po, koska plastinen venymaé riippuu kokonaisvenymén aikaderivaatan integraalista hy-
vin epélineaarisesti. Kaikki julkaisuista 16ydetyt elastoviskoplastiset mallit laskivat

plastista venyméa ja kokonaisvenyméé kireyden funktiona.

Analyyttinen paperille sopiva elastoviskoplastinen malli olisi ilman muuta paras vaih-
toehto, mutta muitakin tapoja monimutkaisten ilmioiden mallintamiseen on olemas-
sa. Neuroverkko voisi olla yksi tapa simuloida elastoviskoplastista kireyttd kokonais-
venymén historian perusteella, eikd ajatus ole uusi. Viskoplastiselle kiaytokselle on jo
koulutettu toimivia neuroverkkoja [40]. Takaisinkytketty neuroverkko (RNN) pystyy
teoriassa laskemaan mutkikkaitakin konvoluutioita. Suurin haaste neuroverkolle lie-
nee muistaa venytyshistoriasta tdrkeimmaét yksityiskohdat ddrettoméankin ajan kulut-
tua. Sen taytyisi soveltaa ainakin suurinta venytysarvoa koko mittaussession ajalta ja
useasta neuronikerroksesta koostuvat syvit LSTM- ja GRU-neuroverkot saattaisivat

kyetd oppimaan tarvittavat muistisaannot.
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