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Tässä kandidaatintyössä luodaan ydinreaktorin neutronivuojakauman ja kasvutekijän 

ratkaiseva yksinkertainen sydänsimulaattori Reaktori3D. Se käyttää alkuarvoinaan 

Monte Carlo -menetelmään perustuvan Serpent-ohjelmiston tuottamia ryhmävakioita. 

Sydänsimulaattorin ratkaisemia tuloksia voidaan vertailla Serpentin tuottamiin 

referenssituloksiin ja siten päätellään simulaattorin toimivuus. 

Ydinreaktioista aiheutuva neutroneiden leviäminen muodostaa reaktoriin 

neutronivuojakauman. Toisin sanoen neutroneita on eri lukumäärä eri puolilla reaktoria, 

jolloin se on otettava huomioon kasvutekijää laskettaessa. Neutronivuojakauman ja 

kasvutekijän voi laskea neutroneiden fysiikkaa kuvaavalla diffuusioyhtälöllä. Yhtälö 

voidaan johtaa numeerisesti laskettavaan muotoon integroidulla differenssimenetelmällä, 

jossa reaktori ajatellaan kontrollitilavuuksien verkostoksi eli hilaksi. Neutronit virtaavat 

tilavuuksien välillä, sekä heijastimeen ja takaisin. Näiden neutronivirtojen 

approksimaationa käytetyn Fickin lain derivaatat voidaan diskretisoida tilavuuksien 

keskimääräisten neutronivoiden avulla, jolloin jokaiselle hilan tilavuudelle saadaan 

yhtälöt. Neutronivuojakauma ja kasvutekijä saadaan ratkaistuksi näistä yhtälöistä 

iteroimalla. Yksinkertaistuksen vuoksi neutronit luokitellaan energiaryhmiksi, jolloin 

ryhmällä neutroneita ajatellaan olevan täysin sama kineettinen energia. Algoritmilla voi 

ratkaista useamman energiaryhmän tapauksia lisäämällä siihen enemmän 

diffuusioyhtälöitä. Tässä tapauksessa kuitenkin ratkaistaan vain yhden ja kahden 

energiaryhmän tapauksia. 

Sekä homogeenisten että heterogeenisten reaktorien alkuarvoilla päästään hyvin lähelle 

Serpentin laskemia neutronivuojakaumia ja kasvutekijöitä. Kuution muotoisen, sivuiltaan 

300 cm pitkän homogeenisen reaktorin tapauksessa päästään kahdella energiaryhmällä 

tarkkuuteen 178 pcm. Heterogeenisen, sivuiltaan 129 cm pitkän reaktorin tapauksessa 

yhdellä energiaryhmällä päästään tarkkuuteen 803 pcm ja kahden energiaryhmän 

tapauksessa tarkkuuteen 205 pcm. Virheisiin vaikuttaa hilan tiheys sekä alkuarvojen 

määrä ja tarkkuus. Tuloksista voidaan kuitenkin päätellä, että simulaattori toimii riittävän 

hyvällä tarkkuudella.
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SYMBOLI- JA LYHENNELUETTELO 

Latinalaiset aakkoset 

𝑡 aika         s 

𝑁 atomitiheys        1/cm3 

𝑁A Avogadron vakio       1/mol 

𝐷 diffuusiokerroin       cm 

𝑘eff efektiivinen kasvutekijä      - 

𝑃 fissiotuotto        1/cm3s 

𝑚 kontrollitivaluuden (kopin) indeksi     - 

𝑦 korkeus        cm 

𝑥 leveys         cm 

𝑀 moolimassa        g/mol 

𝜈 neutronia/fissio -kerroin      - 

𝐸 neutronin energia       eV, MeV 

𝐽 neutronivirta        1/cm2s 

𝑗 paikka korkeussuunnassa      - 

𝑖 paikka leveyssuunnassa      - 

𝑟 paikkavektori        - 

𝑘 paikka syvyyssuunnassa      - 

𝑛⃗⃗ pinnan normaalivektori      - 

𝑆 pinta         -  

𝐴 pinta-ala        cm2 

𝑙 pituus         cm 

𝑅 reaktionopeus        1/cm3s 

𝑝 resonanssien välttämistodennäköisyys    - 

𝑧 syvyys         cm 

𝑉 tilavuus        - 

𝐿 vapaamatka        cm 
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Kreikkalaiset aakkoset 

𝛴 makroskooppinen vaikutusala      1/cm 

𝜎 mikroskooppinen vaikutusala      b, cm2 

𝜑 jatkuva neutronivuo       1/cm2s 

𝜂 neutronituotto        - 

𝜀 nopean fission tekijä       - 

𝛷 keskimääräinen neutronivuo      1/cm2s 

𝜒 syntyvien neutronien osuus kyseiselle energiaryhmälle  - 

𝛼 takaisin palaavien neutronien osuus (albedo)    - 

𝑓 terminen käyttösuhde       - 

𝜌 tiheys         kg/m3 

Yläindeksit 

′ muttunut energia 

0 alkuarvaus 

∗ virittynyt ydin 

Alaindeksit 

a absorptio 

f fissio 

𝑐 kaappaus 

1 nopea ryhmä 

s sironta 

2 terminen ryhmä 

Lyhenteet 

𝛼 alfahiukkanen 

𝛾 gammakvantti 

p protoni 

n neutroni 
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1 JOHDANTO 

Kasvutekijä kertoo reaktorin tehon tasapainosta ja neutronivuojakauma siitä, miten 

neutronit ovat keskimääräisesti jakautuneet reaktoriin. Niiden laskeminen on 

ydinreaktorin suunnittelun ja ylläpidon lähtökohta. Ydinpolttoaineen tuottama lämpöteho 

on verrannollinen vaikuttavien neutronien määrään. Siispä neutronivuojakauman 

laskemisella voidaan esimerkiksi selvittää, onko reaktorin sydän kaikkialla 

termodynaamisten rajoituksien puitteissa. Neutronivuojakauma ja kasvutekijä 

optimoidaan sydämen rakennetta muuntelemalla siten, että reaktorista tulee 

mahdollisimman turvallinen sekä taloudellinen. Ajansaatossa ilmenevät polttoaineen 

muutokset on otettava myös huomioon optimoinnissa. 

Tässä kandidaatintyössä johdetaan numeerinen menetelmä kasvutekijän ja 

neutronivuojakauman ratkaisemiseksi yhden ja kahden energiaryhmän oletuksilla 

yksinkertaiselle ydinreaktorille. Menetelmän pohjalle luodaan Matlab -ohjelmistolla 

sydänsimulaattori Reaktori3D. 

Ratkaistavat alkuarvot tuotetaan VTT:n kehittämällä Monte Carlo -simulaatioon 

perustuvalla Serpent -ohjelmistolla. Myös Serpent määrittää kasvutekijän ja 

neutronivuojakauman, joita voidaan käyttää vertailussa Reaktori3D:n tuloksien kanssa. 

Näin voidaan arvioida tuotetun ohjelman toimivuutta ja tarkkuutta. Ratkaistavat alkuarvot 

perustuvat termiseen ydinreaktoriin, jolloin tämä kandidaatintyö käsitellään 

pääasiallisesti sen puitteissa.  
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2 JOHDATUSTA YDINREAKTOREIHIN 

Ydinreaktorissa muutetaan raskaiden atomiydinten sidosenergiaa lämpöenergiaksi 

hallitulla ketjureaktiolla. Tasaisella teholla toimiessaan, eli reaktorin ollessa kriittinen 

fissioreaktiosta seuraa yksi uusi fissioreaktio, vaikka neutroneita vapautuukin 

keskimäärin enemmän. Tätä fysiikkaa voidaan selittää kaikilla neutronin aiheuttamilla 

reaktioilla sekä niiden liikkumisella reaktorissa ja sieltä ulos. Matemaattisesti reaktorin 

fysiikkaa voidaan tulkita neutronien kuljetusyhtälöllä sekä siitä johdetulla 

diffuusioyhtälöllä.  

Polttoaineen ominaisuuksilla ja reaktorin sydämen rakenteella voidaan saavuttaa 

tasapainotila, eli kriittisyys kahdella eri tapaa: termisillä tai nopeilla neutroneilla. Suurin 

osa nykypäivän reaktoreista ovat termisiä ja käyttävät polttoaineenaan väkevöityä uraania 

U isotoopin 235 suhteen. 

2.1 Reaktiot ja vaikutusalat 

Yleisimpiä ydinreaktorissa tapahtuvia reaktioita ovat fissio-, kaappaus-, elastinen- ja 

epäelastinen sirontareaktio. Jokaisella reaktiolla on oma mikroskooppinen vaikutusalansa 

𝜎 [b] ja se kuvaa todennäköisyyttä, jolla neutroni aiheuttaa jonkin ydinreaktion. Sitä 

voidaan ajatella pinta-alana, joka toimii maalina kulkeutuvalle neutronille (1 b =

10−24 cm2). Mikroskooppiseen vaikutusalaan vaikuttaa neutronin energia koska se on 

yhteydessä neutronin värähtelyyn. Toisaalta myöskään liian pienellä neutronin energialla 

ei saada joitakin reaktioita aikaan. (Bodansky 2005, 126.) 

Mikroskooppisia vaikutusaloja ei voida käyttää laskuissa sellaisenaan mutta niiden avulla 

voidaan määrittää makroskooppinen vaikutusala 𝛴 [cm−1].  Sillä voidaan laskea 

ydinreaktion vaikutusala kemiallisille yhdisteille, isotooppien seoksille tai näiden kahden 

yhdistelmälle. Hyvä esimerkki on usein polttoaineena käytetty uraanioksidi UO2, jonka 

uraani luonnostaan sisältää keskimäärin 0,72 % isotooppia 235. Loput ovat käytännössä 

isotooppia 238. (Jevremovic 2009, 207, 328.) Makroskooppinen vaikutusala voidaan 

laskea kertomalla mikroskooppinen vaikutusala atomitiheydellä 𝑁𝑖 [cm
−3]. Näitä 

vaikutusaloja voidaan summata keskenään. Makroskooppinen vaikutusala näkyy 

kaavassa 2.01. 
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𝛴𝑖(𝑟,⃗⃗⃗ 𝐸, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑖(𝑟,⃗⃗⃗ 𝑡)𝜎𝑖(𝐸)𝑖 .      (2.01) 

Muuttuja 𝑟 tarkoittaa sijaintia reaktorissa, 𝐸 neutronin energiaa ja 𝑡 ajanhetkeä. 

Atomitiheys näkyy kaavassa 2.02. 

 𝑁𝑖(𝑟,⃗⃗⃗ 𝑡) =
𝜌(𝑟,⃗⃗⃗ ⃗𝑡)

𝑀𝑖
𝑁𝐴,        (2.02) 

missä 𝜌(𝑟,⃗⃗⃗ 𝑡) on tiheys [g/cm3], 𝑀𝑖 on moolimassa [g/mol],  ja 𝑁𝐴 on Avogadron vakio 

(≈ 6,022 ⋅ 1023 mol−1). (Oka 2014, 53 - 54.) 

2.1.1 Fissioreaktio 

Fissioreaktiossa neutroni absorboituu atomiytimeen hajottaen sen pienempiin 

tytärytimiin, joilla on emäydintä suhteessa enemmän sidosenergiaa nukleonia kohden. 

Samalla vapautuu energiaa ja neutroneita. Fissioreaktion kynnysenergia määräytyy 

pääsääntöisesti atomiytimen rakenteesta ja massaluvusta. Järjestyslukua 90 suuremmat 

sekä massaluvultaan parittomat nukleonit fissioituvat paremmin verrattuna pienempiin ja 

parillisiin nukleoneihin. (Stacey 2007, 3 - 4.) 

Jotkin massaluvultaan parittomat ja järjestyslukua 90 suuremmat ytimet voivat muuttua 

jännittyneiksi parillisiksi ytimiksi niiden absorboidessaan neutronin. Tällaisia ytimiä, 

jotka fissioituvat jo pienellä neutronin energialla, kutsutaan fissiileiksi (Stacey 2007, 5.) 

Hyvä esimerkki on paljon ydinreaktoreissa käytetty uraani-235:n fissioreaktio, jonka yksi 

mahdollinen muoto näkyy kaavassa 2.03. 

U92
235  +  n →  U92

236 ∗ → Kr36
89  +  Ba56

144 +  3 n          (2.03) 

Parillisen massaluvun uraani-238 jota on luonnonuraanista suurin osa, vaatii yli 1 MeV 

fissioituakseen. 1 MeV jälkeen sen mikroskooppinen vaikutusala 𝜎f on kuitenkin pieni. 

(Bodansky 2005, 143.) Se tarkoittaa, että reaktio on liian epätodennäköinen. Siispä 

uraani-238:aa ei voida käyttää hyödyksi yksinään reaktorissa. 

Vapautuvan neutronin energia vaihtelee Maxwellin jakauman mukaisesti. Jakauma näkyy 

kuvassa 1.  
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Kuva 1. Vapautuvan neutronin energia uraani-235:n termisestä fissioreaktiosta. (Jevremovic 

2009, 359, kaava 7-81.) 

Neutronien energiajakauma oletetaan tässä tapauksessa kahdeksi ryhmäksi. Termiselle 

reaktorille hyvä jako on esimerkiksi: 

(1) Nopeiden neutroneiden ryhmä 0,625 eV – 10 MeV 

(2) Termisten neutroneiden ryhmä 0 – 0,625 eV. 

Kuvasta 1 ja energiajakauman jaottelusta voidaan päätellä, että kaikki neutronit syntyvät 

käytännössä nopeina. 

2.1.2 Kaappausreaktiot 

Kaappausreaktioissa neutroni absorboituu atomiytimeen kasvattaen sitä yhden 

massaluvun isommaksi väliytimeksi. Ydin virittyy ja alkaa purkamaan tilaansa jollakin 

tavalla, kunnes saavuttaa stabiilin tilan. Hyvin usein väliydin emittoi gammakvantin, 

jolloin puhutaan kaappausreaktiosta (n, 𝛾). Kaappausreaktiot voivat tapahtua kaikilla 

neutronin energioilla. (Jevremovic 2009, 320.) Uraani-238:n kaappausreaktion 

reaktioyhtälö näkyy kaavassa 2.04.  

 n + U92
238 → U92

239 ∗ → U92
239 + 𝛾      (2.04) 
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Toinen ydinreaktoreissa tapahtuva tärkeä kaappausreaktio on varautuneen hiukkasen 

emissio. Esimerkiksi säätösauvat tai veteen syötetty boori absorboi ylimääräiset neutronit 

reaktorista ja mahdollistavat siten reaktorin säätämisen. Hiukkasemissiossa vapautuva 

hiukkanen on usein alfahiukkanen (n, 𝛼) tai protoni (n, p). Samalla emäydin pienentyy 

hiukkasen massaluvun verran. Esimerkiksi boorin reaktioyhtälö näkyy kaavassa 2.05. 

(Jevremovic 2009, 324.) 

 B5
10 + n → B5

11 → Li3
7 + 𝛼       (2.05) 

2.1.3 Sironta 

Sironta on reaktio, jossa neutroni muuttaa suuntaa sekä energiaa. Se voi tapahtua siten, 

että atomiydin absorboi neutronin ja emittoi sen viiveellä. Paljon todennäköisempi on 

kuitenkin sironta, jossa neutroni kimpoaa ytimestä ydinvoimien seurauksena. Tilannetta 

voidaan kuvitella ikään kuin biljardin pelaamisena. (Jevremovic 2009, 316 - 317.) 

Epäelastisessa sironnassa neutronilla on niin paljon energiaa, että se kykenee virittää 

atomiytimen. Käytännössä neutroni absorboituu ytimeen, jonka jälkeen neutroni sekä 

gammakvantti vapautuu ytimestä. Neutroni menettää epäelastisessa sironnassa paljon 

energiaa. (Jevremovic 2009, 317 - 320.)  

Termisen ydinreaktorin kannalta sirontareaktiot ovat erittäin merkittäviä koska ne 

pystyvät laskemaan neutronin energiaa. Myös heijastin on tehty aineesta, joka aiheuttaa 

enemmän sirontaa suhteessa absorptioreaktioihin. Kuvassa 2 on yhteenveto 

ydinreaktiosta: 

 

Kuva 2. Yhteenveto ydinreaktioista. (Weston 2007, 5, 13, 19, 20.) 

Ydinreaktio

Sironta

Absorptio

Elastinen (n, n)

Epäelastinen (n, n')

Kaappaus (n, 𝛾)

Fissio

Hiukkaemissio (n, α) ja (n, p)

Neutroniemissio (n, 2n) ja (n, 3n)
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2.2 Neutronivuo, -virta ja reaktionopeus 

Yhden neutronin tai reaktion tutkimisella ei ole käytännön kannalta mitään hyötyä. Siksi 

tutkitaan yleensä kokonaisia neutronisukupolvia tai syntymis- ja häviämisnopeuksia. 

Reaktionopeus näkyy kaavassa 2.06: 

 𝑅𝑖(𝑟, 𝐸, 𝑡) = 𝛴𝑖(𝐸)𝛷(𝑟, 𝐸, 𝑡),       (2.06) 

missä 𝛷(𝑟, 𝐸, 𝑡) on keskimääräinen neutronivuo eli neutronia pinta-alaa ja aikayksikköä 

kohden [1/ cm2s]. (Jevremovic 2009, 299 - 300.) 

Toinen tärkeä suure neutroneiden käsittelemiseksi on neutronivirta 𝐽(𝑟, 𝐸, 𝑡), joka on 

vektorimuoto neutronivuosta. Se kuvaa neutronien nettomäärän läpäisyä tietyn 

kontrollipinta-alan läpi tietyssä suunnassa. Siispä yksikkö neutronivirralle on myös 

neutronia pinta-alaa ja aikayksikköä kohden. (Jevremovic 2009, 311.) 

Fissiosta aiheutuva neutronituotto 𝑃𝑓 voidaan määrittää reaktionopeuden avulla, kun 

tiedetään yhdessä fissiossa vapautuvien neutronien lukumäärä. Neutronia fissiota kohden 

-suhdetta merkitään symbolilla 𝑣(𝐸). Kaavassa 2.07 näkyy neutronituotto. 

 𝑃𝑓 = 𝑣(𝐸)𝛴f(𝑟, 𝐸, 𝑡)𝛷(𝑟, 𝐸, 𝑡)      (2.07) 

missä 𝛴𝑓(𝑟, 𝐸, 𝑡) on makroskooppinen fissiovaikutusala. Syntyvien neutronien määrä 

uraani-235:n fissiossa noudattaa korrelaatioita 2.08 ja 2.09. (Bodansky 2005, 146.) 

 𝜈(𝐸) = 2,432 + 0,066𝐸,  kun 𝐸 ≤ 1 MeV   (2.08) 

 𝑣(𝐸) = 2,349 + 0,15𝐸,  kun 𝐸 > 1 MeV   (2.09) 

2.3 Tavat toteuttaa kriittinen reaktori 

Kriittinen reaktori voidaan saavuttaa kahdella tavalla: nopeilla tai termisillä neutroneilla. 

Kaikista suurimmat tekijät ketjureaktion käyttäytymiselle ovat uraani-235:n fissioreaktiot 

ja uraani-238:n kaappausreaktiot. 

Neutronin energian ollessa noin 1 MeV eli nopea, uraani-235:n fissiovaikutusala on noin 

1,2 barnia kuten kuvasta 3 nähdään. Kuvasta nähdään myös, että uraani-238:n 
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kaappausvaikutusala on noin 0,1 barnia. Luonnonuraanissa on noin 140 -kertaisesti 

uraani-238:aa, jonka seurauksena makroskooppiset vaikutusalat eivät mene tasan 

(𝛴f,235/𝛴c,238 < 1). Polttoainetta täytyy siis hieman rikastaa, jotta kriittisyys voidaan 

saavuttaa. (Bodansky 2005, 154.) 

 

Kuva 3. Uraani-235:n mikroskooppinen fissiovaikutusala mustalla ja uraani 238:n 

mikroskooppinen kaappausvaikutusala punertavalla. Logaritminen asteikko. (NEA 2013.) 

Termisellä alueella uraani-235:n fissioreaktion mikroskooppinen vaikutusala on noin 200 

kertaa suurempi kuin uraani-238:n kaappausvaikutusala, jolloin ketjureaktio on 

mahdollinen jo luonnonuraanilla. Neutroneita täytyy kuitenkin hidastaa termiselle 

alueelle koska neutronit syntyvät nopeina. Hidastaminen tapahtuu moderaattorilla eli 

aineella, jolla on suuri sironnan vaikutusala mutta toisaalta pieni kaappausvaikutusala. 

Hyvä moderaattori on esimerkiksi kevyt tai raskas vesi D2O. (Bodansky 2005, 154 - 155.) 

2.4 Kasvutekijä 

Kasvutekijä 𝑘 kuvaa edellisen ja uuden neutronisukupolvien kokojen suhdetta tai 

tarkemmin sanottuna neutronituoton nopeutta suhteessa poistonopeuteen. Jos 𝑘 = 1, niin 

reaktoria kutsutaan kriittiseksi eli silloin neutronien tuotto ja poisto ovat tasapainossa. Jos 

𝑘 < 1 niin reaktoria kutsutaan alikriittiseksi, jolloin se hidastuu. Ylikriittinen eli kiihtyvä 

reaktori on silloin kun 𝑘 > 1. (Bodansky 2005, 153.) 

Liitteessä 1 on mallinnettu neutronisukupolven elinkaarta termisessä reaktorissa. Alussa 

on n määrä termisiä neutroneita, jotka absorboituvat polttoaineeseen. Ainoastaan osa 
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niistä absorboituu uraani-235:een aiheuttaen fissioreaktion. (Bodansky 2005, 156.)  Tästä 

tiedosta saadaan neutronituotto 𝜂 eli fissioissa syntyvien uusien neutronien lukumäärän 

suhde polttoaineeseen absorboituvaan määrään. Toimivassa reaktorissa tämän täytyy olla 

yli yhden. Fissioreaktioiden jälkeen on n𝜂 kappaletta nopeita neutroneita, joista osa voi 

vuotaa ulos reaktorista. Vuodon välttävä osuus on 𝑃1 jolloin vuotojen jälkeen on n𝜂𝑃1 

neutronia. (Jevremovic 2009, 448.) 

Uudet nopeat neutronit voivat myös aiheuttaa fissioita uraani-238:ssa koska sitä on eniten 

luonnonuraanissa. Tämä otetaan huomioon nopean fission tekijällä 𝜀, jolloin nopeita 

neutroneita on sen jälkeen 𝑛𝜂𝑃1𝜀 kappaletta. (Jevremovic 2009, 446.) 

Tämän jälkeen nopeat neutronit hidastuvat moderaattorissa termiselle alueelle. 

Hidastuksen aikana neutronien on mahdollista osua kaappausvaikutusalan 

resonanssipiikkeihin. Kaappauksen todennäköisyyteen vaikuttaa voimakkaasti 

polttoaineen lämpötila Doppler-ilmiön takia, jossa resonanssipiikit laajenevat lämpötilan 

noustessa. Resonanssipiikkien laajentuminen tarkoittaa enemmän kaappausreaktioita, 

mikä johtaa reaktorin tehon laskuun. Resonanssin välttämisen todennäköisyys on 𝑝. 

Tämän huomioon ottaen termisiä neutroneita on yhteensä 𝑛𝜂𝜀𝑃1𝑝 kappaletta. (Oka 2014, 

25.) 

Myös termisten neutroneiden on mahdollista vuotaa reaktorista. Osuus 𝑃2 välttää vuodon, 

jolloin sen jälkeen on 𝑛𝜂𝜀𝑃1𝑝𝑃2 kappaletta termisiä neutroneita. On mahdollista, että 

neutroni absorboituu johonkin muuhun kuin polttoaineeseen kuten säätösauvaan, 

absorbaattoriin (painevesireaktorissa boori) tai reaktorimyrkkyyn. Terminen käyttösuhde 

f ottaa tämän huomioon ja on suuruudeltaan alle yhden. (Jevremovic 2009, 448). 

Kasvutekijän tiedetään olevan uuden sukupolven suhde vanhaan, jolloin päädytään 

kuuden tekijän kaavaan jakolaskulla: 

 𝑘eff =
𝑛𝜂𝜀𝑃1𝑝𝑃2𝑓

𝑛
= 𝜂𝜀𝑝𝑓𝑃1𝑃2.      (2.10) 

Alaindeksi ”eff” kertoo että reaktori on äärellinen. Kuuden tekijän kaavalla voidaan 

hahmotella mitkä asiat vaikuttavat kasvutekijään, mutta se ei ole kuitenkaan kovin 

käytännöllinen työkalu tarkemmissa laskuissa. 
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2.5 Neutronivuodot 

Edellisessä kappaleessa huomattiin, että vuodot vaikuttavat ydinreaktorin kriittisyyteen. 

Reaktorivuotoihin vaikuttaa moni tekijä kuten esimerkiksi reaktorin rakenne, neutronien 

nopeus sekä heijastimen ominaisuudet. (Oka 2014, 184, 210.) 

Reaktorin koko vaikuttaa kriittisyyteen koska reaktorin pinta-ala tilavuusyksikköä 

kohden pienenee reaktorin kasvaessa. Vähemmän pinta-alaa tilavuuteen nähden 

tarkoittaa vähemmän alaa, josta neutronit voivat vuotaa reaktorista. Esimerkiksi kaavassa 

2.11 näkyy ulkopinta-ala tilavuussuhde kuution muotoiselle reaktorille, jonka sivun 

pituus on 𝑙. Suhde pienenee siis kääntäen verrannollisesti reaktorin sivun pituuteen. 

𝐴

𝑉
=

6⋅𝑙2

𝑙3
 =

6

𝑙
         (2.11) 

Kasvutekijää voidaan kasvattaa myös heijastimella. Se on yleensä tehty samasta aineesta 

kuin moderaattori koska hidastinaineilla on suuri sirontavaikutusala suhteessa 

kaappausvaikutusalaan. Enemmän sirontaa tarkoittaa parempaa todennäköisyyttä sille, 

että neutroni matkustaa takaisin sydämeen. Heijastimen laatuun vaikuttaa myös 

voimakkaasti heijastimen paksuus koska paksussa heijastimessa neutronilla on enemmän 

tilaa matkustaa takaisin. Ohuessa heijastimessa neutroni voi karata heijastimen toiselle 

puolelle. (Jevremovic 2009, 454 - 455.) Taulukossa 1 näkyy hyvien heijastinaineiden 

ominaisuuksia. Erityisesti tässä tapauksessa ollaan kiinnostuneita neutronien palaavasta 

osuudesta albedosta 𝛼. (Reuss 2008, 151 - 152.) 

Taulukko 1. Keskimääräinen vapaamatka ennen reaktiota 𝐿 ja palaava neutroneiden osuus 𝛼. 

Asymptoottiset arvot. Muokattu lähteestä (Reuss 2008,152.) 

Materiaali 𝐿 [cm] 𝛼 

Grafiitti 55 0,94 

Beryllium 21 0,91 

Berylliumoksidi 30 0,92 

Raskas vesi 130 0,97 

Kevyt vesi 2,8 0,80 
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2.6 Neutronien kuljetusyhtälö ja diffuusioteoria 

Aikaisemmin kerrottiin, että neutroneita voi vapautua fissioreaktioista sekä hävitä 

absorptioreaktioiden ja vuotamisen seurauksena. Sironta muuttaa neutronin suuntaa sekä 

energiaa. Näiden ydinreaktioiden takia neutronit leviävät reaktorissa eri suuntiin mikä 

johtaa siihen, että neutronivuo reaktorissa ei ole homogeenien vaan muodostaa jakauman. 

Myöskään kasvutekijää ei voida sen takia määrittää kappaleessa 2.4 esitetyllä tavalla.  

Neutronien käyttäytymistä ydinreaktorissa voidaan kuvata neutronien kuljetusyhtälöllä. 

Yhtälö muodostuu neutronituotosta ja poistosta tietylle kontrollitilavuudelle 2.12: 

 

1

𝑣

∂

∂𝑡
𝜑(𝑟, 𝛺⃗⃗, 𝐸, 𝑡)

= 𝑃(𝑟, 𝛺⃗⃗, 𝐸, 𝑡) − 𝛺⃗⃗ ∙ ∇𝜑(𝑟, 𝛺⃗⃗, 𝐸, 𝑡) − 𝛴t(𝑟, 𝐸, 𝑡)𝜑(𝑟, 𝛺⃗⃗, 𝐸, 𝑡) 

 

(2.12) 

Kaavassa 𝜑 tarkoittaa neutronivuota, 𝑃 neutronituottoa, 𝛺⃗⃗ ∙ ∇𝜑 neutronien vuotamista 

kontrollitilavuudesta ja 𝛴t𝜑 neutroninen häviämistä ydinreaktioiden seurauksena. 

Vasemmalla oleva termi ilmaisee neutronivuon muutosta ajassa. Muuttuja 𝛺⃗⃗ tarkoittaa 

neutronin kulkusuuntaa. Neutronien kuljetusyhtälössä on paljon muuttujia ja siten sen 

käyttäminen suoraan ei ole käytännöllistä. Kulmariippuvuuden poistaminen kuitenkin 

yksinkertaistaa kuljetusyhtälöä siten, että yhtälöstä tulee laskuajallisesti parempi. 

Yksinkertaisemmasta yhtälöstä käytetään nimitystä diffuusioyhtälö ja siinä 

yksinkertaistus toteutetaan Fickin kaasun liikkeen lailla. Tässä tapauksessa 

diffuusioyhtälössä ei oteta myöskään huomioon aikariippuvuutta vaan neutronien tuottoa 

ja poistoa tasapainottaa kasvutekijän käänteisluku neutronituotossa. (Oka 2014, 50, 71.) 

Kuten neutronien kuljetusyhtälössä, yksittäinen diffuusioyhtälö ottaa huomioon vain 

yhden energiaryhmän, jossa kaikilla neutroneilla ajatellaan olevan sama energia. Siten 

enemmän diffuusioyhtälöitä tarkoittaa enemmän energiaryhmiä ja tarkempaa tulosta 

todellisuuteen nähden. Diffuusioyhtälö tapaukselle, jossa kaikilla neutroneilla on sama 

energia, näkyy kaavassa 2.13.  

−𝐷∇2𝜑 + 𝛴a𝜑 =
1

𝑘eff
𝑣𝛴f𝜑,       (2.13) 

missä 𝐷 diffuusiovakio 



16 

 

 𝛴a  makroskooppinen absorptiovaikutusala 

 𝛴f makroskooppinen fissiovaikutusala 

 𝜈 neutroneita fissiota kohden 

 𝑘eff efektiivinen kasvutekijä 

Diffuusiotermi 𝐷∇2𝜑 ottaa huomioon neutronien liikkumisen reaktorissa, 𝛴a𝜑 huomio 

neutronien absorboitumisen ja 𝑣𝛴f𝜑 neutronien vapautumisen reaktorissa fissioiden 

seurauksena. (Oka 2014, 79.) Fickin laki, eli tässä tapauksessa neutronivirran määrittävä 

approksimaatio näkyy kaavassa 2.14. 

𝐽 = −𝐷∇𝜑         (2.14) 

Diffuusiovakio 𝐷 kertoo neutronien johtumisesta ja voidaan olettaa vakioksi tietylle 

kontrollitilavuudelle. (Jevremovic 2009, 380 – 381.) Diffuusiovakio ei ole kuitenkaan 

yksiselitteisesti johdettavissa vaan saadaan kontrollitilavuuden homogenisoinnin 

yhteydessä. Siinä saadaan myös kaikki muu tilavuudelle oleelliset vakioarvot eli 

ryhmävakiot. (Oka 2014, 63 – 65.)  
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3 NEUTRONIVUOJAKAUMAN JA KASVUTEKIJÄN 

LASKEMINEN 

Tässä kappaleessa johdetaan termi kerrallaan yhden ja kahden energiaryhmän 

diffuusioyhtälöt numeerisesti laskettavaan muotoon integroidulla 

differenssimenetelmällä. Se perustuu ajattelutapaan, jossa kontrollitilavuudet eli kopit 

muodostavan hilarakenteen vektoriavaruudessa ja vuorovaikuttavat toistensa kanssa. 

Jokaiselle kopille voidaan laskea keskimääräinen vuonarvo, joka vallitsee koko 

tilavuudessa. Tässä tapauksessa voidaan ajatella, että kontrollitilavuus on kuutio koska 

reaktorin sydämenkin ajatellaan olevan kuutio. Kuvassa 4 kuution muotoinen reaktorin 

sydän ja polttoainenippu. 

 

Kuva 4. Kuution muotoinen sydän ja yksittäinen polttoainenippu. Muokattu lähteestä (Guillaume 

2010.) 

3.1 Yksi energiaryhmä 

Yhden energiaryhmän diffuusioyhtälö näkyi kaavassa 2.13. Johdetaan numeeriseen 

muotoon ensimmäisenä diffuusiotermi 𝐷∇2𝜑 hyödyntäen kuvassa 5 näkyvää 

kontrollitilavuutta. Siinä neutronivirta kulkee positiivisten akseleiden suuntaan. Kopin 

seinämien normaalivektorit ovat asetettu poispäin tilavuudesta. 
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Kuva 5. Kontrollitilavuus vektoriavaruudessa. Neutronivirta kulkee positiivisten akseleiden 

suuntaan. 

Laplacen operaattori on gradientin divergenssi (∇2𝜑 = ∇ ∙ ∇𝜑). Siispä diffuusiotermille 

voidaan tehdä seuraava operaatio: 

 
∭−𝐷∇2𝜑 d𝑉

𝑉

=∭−∇ ⋅ (𝐷∇𝜑) d𝑉
𝑉

 (3.01) 

Fickin lain yhtälö 2.14 voidaan sijoittaa yhtälöön 3.01. Virran divergenssi ∇ ⋅ 𝐽 voidaan 

muuttaa Gaussin divergenssillä virran ja tilavuuden 𝑉 pintaa 𝑆 kohtisuorassa olevan 

normaalivektorin pistetuloksi. Ehtona on kuitenkin, että neutronivirta on derivoituva. 

(Spiegel 1959, 106.) Uusi muoto näkyy kaavassa 3.02. 

 
∭∇ ⋅ 𝐽 d𝑉

𝑉

= ∯(𝐽 ⋅ 𝑛⃗⃗) 𝑑𝑆
𝑆

 (3.02) 

Tämän jälkeen pinnan 𝑆 tahkot voidaan käydä erikseen läpi ja summata yhteen. 

Esimerkkinä toimii tahko, jonka normaalivektori kuvassa 5 on indeksillä 1. Tahkon 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) (𝑥0+ 𝑥, 𝑦0, 𝑧0)

(𝑥0+  𝑥,𝑦0, 𝑧0 + 𝑧)
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 + 𝑧)

(𝑥0 + 𝑥,𝑦0 + 𝑦, 𝑧0 + 𝑧)

(𝑥0+ 𝑥,𝑦0 + 𝑦,𝑧0 )

(𝑥0,𝑦0 + 𝑦,𝑧0 + 𝑧)

(𝑥0,𝑦0 + 𝑦, 𝑧0)

 ⃗ (𝑥0,𝑦0, 𝑧0)  ⃗ (𝑥0+ 𝑥,𝑦0, 𝑧0)

 ⃗ (𝑥0, 𝑦0 + 𝑦, 𝑧0)

 ⃗ (𝑥0,𝑦0, 𝑧0)

 ⃗ (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

 ⃗ (𝑥0,𝑦0, 𝑧0 + 𝑧)

  

  

  

  

  

  

𝑥

𝑦

𝑧



19 

 

paikka on (𝑠𝑥 , 𝑠𝑦 , 𝑠𝑧) ja normaalivektori 𝑛⃗⃗1 negatiivisen z-akselin suuntainen eli 𝑛⃗⃗1 = −𝑘⃗⃗. 

Pinta-alkio d𝑆 kuvasta katsottuna tässä tapauksessa on korkeus kerrottuna leveydellä eli 

d𝑦 ∙ d𝑥: 

 

∬ [𝐽𝑥(𝑠𝑥 , 𝑠𝑦, 𝑠𝑧)𝑖 + 𝐽𝑦(𝑠𝑥 , 𝑠𝑦, 𝑠𝑧)𝑗 + 𝐽𝑧(𝑠𝑥 , 𝑠𝑦, 𝑠𝑧)𝑘⃗⃗]

𝑥0+∆𝑥 𝑦0+∆𝑦

𝑥0 𝑦0

⋅ [−𝑘⃗⃗]d𝑥d𝑦  

(3.03) 

Kaavassa 3.03 normaalivektorien 𝑘⃗⃗ ja 𝑖 sekä vektorien 𝑘⃗⃗ ja 𝑗 väliset kulmat ovat 90° 

jolloin niiden pistetuloksi tulee 0. Vektorien 𝑘⃗⃗ ja −𝑘⃗⃗ pistetuloksi tulee -1 koska niiden 

välinen kulma on 180°. Jos kulma olisi 0° niin pistetulosta tulisi 1. Sievennetään 

lauseketta: 

 

∬ [0 + 0 − 𝐽𝑧(𝑠𝑥 , 𝑠𝑦, 𝑠𝑧)]

𝑥0+∆𝑥 𝑦0+∆𝑦

𝑥0 𝑦0

d𝑥 d𝑦

⇔ ∬ −𝐽𝑧(𝑠𝑥 , 𝑠𝑦, 𝑠𝑧)

𝑥0+∆𝑥 𝑦0+∆𝑦

𝑥0 𝑦0

d𝑥 d𝑦 

(3.04) 

Neutronivirta 𝐽𝑧 on jatkuva funktio koko pinta-alkiolle d𝑆 eli sitä ei voi tässä tapauksessa 

käyttää sellaisenaan. Sen sijaan halutaan tietää keskimääräinen neutronivirta, joka 

saadaan integroimalla neutronivirta äärellisen alueen yli ja jakamalla se alueen pinta-

alalla. Kaava keskimääräiselle neutronivuolle alueen (𝑥0…𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0…𝑦0 + ∆𝑦) yli 

näkyy kaavassa 3.05: 

 −𝐽𝑧̅(𝑥0…𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0…𝑦0 + ∆𝑦, 𝑧0)

=
1

∆𝑥∆𝑦
∬ −𝐽𝑧(𝑠𝑥 , 𝑠𝑦 , 𝑠𝑧)

𝑥0+∆𝑥 𝑦0+∆𝑦

𝑥0 𝑦0

d𝑥 d𝑦 

(3.05) 

Kaava 3.05 voidaan kertoa puolittain kontrollitilavuuden tahkon pinta-alalla ∆𝑥 ∙ ∆𝑦 

jolloin päädytään samaan muotoon kuin kaavassa 3.04: 
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∬ −𝐽𝑧(𝑠𝑥 , 𝑠𝑦 , 𝑠𝑧)

𝑥0+∆𝑥 𝑦0+∆𝑦

𝑥0 𝑦0

d𝑥 d𝑦

= −𝐽𝑧̅(𝑥0…𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0…𝑦0 + ∆𝑦, 𝑧0)∆𝑥 ∆𝑦 (3.06) 

Suoritetaan vastaavat toimitukset myös muillekin tahkoille (2 - 6). Tahkojen lausekkeet 

näkyvät taulukossa 2. 

Taulukko 2. Kaikki kuution tahkot erikseen integroituna. 

Tahko Kaava 

1 −𝐽𝑧̅(𝑥0…𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0 …𝑦0 + ∆𝑦, 𝑧0)∆𝑥∆𝑦 

2 𝐽𝑧̅(𝑥0…𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0…𝑦0 + ∆𝑦, 𝑧0 + ∆𝑧)∆𝑥∆𝑦 

3 −𝐽𝑥̅(𝑥0, 𝑦0…𝑦0 + ∆𝑦, 𝑧0…𝑧0 + ∆𝑧)∆𝑦∆𝑧 

4 𝐽𝑥̅(𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0…𝑦0 + ∆𝑦, 𝑧0…𝑧0 + ∆𝑧)∆𝑦∆𝑧 

5 −𝐽𝑦̅(𝑥0…𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0, 𝑧0…𝑧0 + ∆𝑧)∆𝑥∆𝑧 

6 𝐽𝑦̅(𝑥0…𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0 + ∆𝑦, 𝑧0…𝑧0 + ∆𝑧)∆𝑥∆𝑧 

Nyt voidaan summata kaikki yhtälöt taulukosta 2. Jätetään virtojen muuttujia 

ilmoittamatta selvyyden vuoksi. Diffuusiotermin yhtälöksi saadaan: 

∆𝑥∆𝑦[𝐽𝑧̅(𝑧0 + ∆𝑧) − 𝐽𝑧̅(𝑧0)] + ∆𝑦∆𝑧[𝐽𝑥̅(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝐽𝑥̅(𝑥0)] + 

∆𝑥∆𝑧[𝐽𝑦̅(𝑦0 + ∆𝑦) − 𝐽𝑦̅(𝑦0)]       (3.07) 

Muutetaan merkinnät hilaan sopiviksi. Merkitään siten että esimerkiksi 𝑖 + 1/2 tarkoittaa 

kopin (𝑖, 𝑗, 𝑘) oikeaa reunaa (+x). Samalla periaatteella merkintä 𝑖 + 1 tarkoittaa oikeaa 

naapurikoppia. Suuntaa 𝑦 merkitään indeksillä 𝑗 ja suuntaa 𝑧 indeksillä 𝑘. Merkinnät 

sivulta ja ylhäältäpäin katsoessa näkyy liitteessä 2. Yhtälö 3.07 muutetuilla merkinnöillä 

näkyy kaavassa 3.08. 

 
∆𝑥∆𝑦 [𝐽 (𝑖, 𝑗, 𝑘 +

1

2
) − 𝐽 (𝑖, 𝑗, 𝑘 −

1

2
)] + ∆𝑦∆𝑧 [𝐽 (𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) − 𝐽 (𝑖 −

1

2
, 𝑗, 𝑘)] 

+ ∆𝑥∆𝑧 [𝐽 (𝑖, 𝑗 +
1

2
, 𝑘) − 𝐽 (𝑖, 𝑗 −

1

2
, 𝑘)] 

(3.08) 
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3.1.1 Neutronivirtojen yhtälöt 

Kuvassa 6 koppi ja sen vieressä oleva naapurikoppi omaavat eri diffuusiokertoimen 𝐷 ja 

eri neutronivuon arvon. 

 

Kuva 6. Koppi (1) ja sen naapurikoppi (2). x-suunta. 

Sama määrä neutroneita poistuu kopista 1 naapurikoppiin 2 jolloin neutronivuo on 

jatkuva. Siispä kopista ulos menevä ja naapurikoppiin tuleva neutronivirta voidaan 

merkitä yhtä suuriksi, jolloin päädytään yhtälöön 3.09. (Leikkonen, 13.) 

 
𝐽1 (𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) = 𝐽2 (𝑖 −

1

2
, 𝑗, 𝑘) (3.09) 

Diffuusioteoriassa esiintyvä neutronivuo 𝜑 on jatkuva kolmen muuttujan funktio, jolloin 

sitä ei voida käyttää suoraan differenssimenetelmässä. Fickin laissa oleva differentiaali 

voidaan muuttaa differenssiksi kasvattamalla tarkasteluväliä suuremmaksi, jolloin 

jatkuvien vuonarvojen sijaan käytetään keskimääräisiä neutronivoita 𝛷. Siispä 

derivaatasta saadaan likiarvo esimerkiksi x-suunnassa: 

 
𝐽 = −𝐷 (

d𝜑

d𝑥
) ≈ −𝐷 (

 𝛷

 𝑥
) (3.10) 

Sijoitetaan tämä kummallekin puolelle kaavaa 3.09. Saadaan kaava 3.11. 

 
−𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 x𝑖
= −𝐷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘)

 𝛷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘)

 x𝑖+1
 (3.11) 

𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)
𝐷 𝑖, 𝑗, 𝑘

1

2
 𝑖

1

2
 𝑖

𝐽

0  𝑖

𝑥

 

𝛷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘)
𝐷 𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘

1 2
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Avataan yhtälö käyttäen kuvan 6 informaatiota. Vuon arvoa   ei tunneta rajapinnalla, 

jolloin päädytään muotoon 3.12. 

 

 
−𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 − 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

1
2 𝑖 − 0

= −𝐷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘)
𝛷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘) −  

 𝑖 −
1
2 𝑖

 (3.12) 

Ratkaistaan   ja sijoitetaan se toiseen virran rajapinnan yhtälöön (𝐽1 tai 𝐽2). Sievennettynä 

päädytään virran lopulliseen muotoon 3.13. 

 

 
𝐽(𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) = −

2𝐷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘)𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝐷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘) + 𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)
∙
𝛷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘) − 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 𝑖
 (3.13) 

Johdetaan vastaavalla tavalla virran yhtälöt jokaiselle dimensiolle positiiviseen sekä 

negatiiviseen suuntaan. Kaikkien virtojen yhtälöt näkyvät liitteessä 3. 

3.1.2 Heijastinreunaehto - albedo 

Reaktorin reunoilla täytyy olla jokin reunaehto. Tässä tapauksessa ehtona toimii 

heijastinreunaehto albedo. Siinä oletetaan, että heijastimeen menevistä neutroneista osa 

tulee takaisin ja osa vuotaa ulos kuten kappaleessa 2 todettiin. Albedon määritelmä näkyy 

kaavassa 3.14 ja johtamisen esimerkkinä toimii positiivinen x-suunta. 

 

𝛼 =
𝐽− (𝑖 +

1
2 , 𝑗, 𝑘)

𝐽+ (𝑖 +
1
2 , 𝑗, 𝑘)

, (3.14) 

missä 𝛼 on takaisin palaava neutroneiden osuus, 𝐽+ heijastimeen menevä nettovirta ja 𝐽− 

heijastimesta palaava nettovirta. Nettovirroille voidaan kehittää Taylorin approksimaatiot 

neutronivirran (𝐽+ − 𝐽−) sekä reunalla olevan neutronivuon avulla. Ne näkyvät kaavoissa 

3.15 ja 3.16.  

 
𝐽− (𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) =

1

4
 −

1

2
𝐽 (𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) ⋅ 𝑛⃗⃗ (3.15) 
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𝐽+ (𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) =

1

4
 +

1

2
𝐽 (𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) ⋅ 𝑛⃗⃗ (3.16) 

  on neutronivuo kopin ja heijastimen rajapinnalla ja 𝑛⃗⃗ on heijastinta kohtisuorassa oleva 

normaalivektori. Sijoitetaan kaavat 3.15 ja 3.16 kaavaan 3.14. Päädytään muotoon 3.17. 

 

𝛼 =

1
4 −

1
2 𝐽 (𝑖 +

1
2 , 𝑗, 𝑘) ⋅ 𝑛⃗⃗

1
4 +

1
2 𝐽 (𝑖 +

1
2 , 𝑗, 𝑘) ⋅ 𝑛⃗⃗

 (3.17) 

Ratkaistaan tästä 𝐽 jolloin päädytään muotoon 3.18. (Hebert 2008, 263.) 

 
𝐽 (𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) ⋅ 𝑛⃗⃗ =

1

2

1 − 𝛼

1 + 𝛼
  (3.18) 

Heijastimesta ei voi tulla enempää neutroneita kuin sinne menee, joten nettovirta on aina 

reaktorin tahkon normaalivektorin suuntainen (katso kuva 5). Siispä yhtälön 3.18 

normaalivektorin arvoksi tulee 1. Kaava 3.18 antaa neutronivirran kopin ja heijastimen 

rajapinnalla olevan neutronivuon avulla. Siispä ratkaistaan siitä rajapinnan neutronivuo 

ja sijoitetaan se virran 𝐽1 yhtälöön 3.11. Eli kuvan 6 koppi indeksillä 2 on tässä 

tapauksessa heijastin. Tällä periaatteella saadaan neutronivirta lausuttua keskimääräisen 

neutronivuon avulla, jolloin päädytään muotoon 3.19. (Hebert 2008, 275.) 

 

𝐽 (𝑖 +
1

2
, 𝑗, 𝑘) = −𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝐽 (𝑖 +
1
2 , 𝑗, 𝑘)

1
2
1 − 𝛼
1 + 𝛼

− 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

1
2 𝑖 − 0

 
 

 

 
⇔ 𝐽(𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) =

2𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)[1 − 𝛼]

4𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)[1 + 𝛼] +  i[1 − 𝛼]
𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) (3.19) 

Lopuksi huomataan, että yhtälö on joka dimensiolle sama sekä positiivisessa että 

negatiivisessa suunnassa. 

 

 



24 

 

3.1.3 Absorptio- ja fissiotermi 

Diffuusioyhtälössä olevat absorptio- ja fissiotermi ovat vielä integroimatta koko 

kontrollitilavuuteen. Esimerkiksi absorptiotermi: 

 

∭𝛴a𝜑(𝑖, 𝑗, 𝑘) d𝑉
𝑉

= 𝛴a ∭ 𝜑(𝑖, 𝑗, 𝑘) d𝑥 dy d𝑧

𝑖+
1
2
,𝑗+

1
2
,𝑘+

1
2

𝑖−
1
2
,𝑗−

1
2
,𝑘−

1
2

 (3.20) 

Keskimääräinen neutronivuo saadaan, kun integroidaan vuo kopin ylitse ja jaetaan se 

kopin tilavuudella: 

 

𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) =
1

 𝑖 𝑗 𝑘
∭ 𝜑(𝑖, 𝑗, 𝑘) d𝑥 dy d𝑧

𝑖+
1
2
,𝑗+

1
2
,𝑘+

1
2

𝑖−
1
2
,𝑗−

1
2
,𝑘−

1
2

 (3.21) 

Kerrotaan puolittain dimensioiden tulolla  𝑖 𝑗 𝑘: 

 

𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) 𝑖 𝑗 𝑘 = ∭ 𝜑(𝑖, 𝑗, 𝑘) d𝑥 d𝑧 d𝑧

𝑖+
1
2
,𝑗+

1
2
,𝑘+

1
2

𝑖−
1
2
,𝑗−

1
2
,𝑘−

1
2

 (3.22) 

Huomataan että integraali (kaavan 3.22 oikea puoli) voidaan sijoittaa yhtälöön 3.20 

jolloin päästään tyydyttävään muotoon 3.23. Täysin samanlaiset toimenpiteet voidaan 

tehdä myös fissiotermille, jolloin päädytään muotoon 3.24: 

 
∭𝛴a𝜑(𝑖, 𝑗, 𝑘) d𝑉

𝑉

= 𝛴a 𝑖 𝑗 𝑘𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) (3.23) 

 
∭

1

𝑘eff
𝑣𝛴f𝜑(𝑖, 𝑗, 𝑘) d𝑉

𝑉

=
1

𝑘eff
𝑣𝛴f 𝑖 𝑗 𝑘𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) (3.24) 
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3.1.4 Kopin yhtälö 

Kuvassa 7 näkyy koppien indeksointi kuution muotoisen reaktorin hilassa. 

 

 

Kuva 7. Koppien indeksointi hilassa. 

Kopit täytyy indeksoida jollain tavalla, jotta niiden yhtälöt saadaan ratkaistavaksi 

yhtälöryhmäksi. Kuvassa 7 on 𝐼 leveä, 𝐽 korkea ja 𝐾 koppia syvä reaktorin hila. Siinä 

koppien indeksointi on tehty juoksevasti 𝑚 = {1,2, . . , 𝐼𝐽𝐾}. Leveyssuunnassa 𝑥 voidaan 

viereisiin koppeihin (𝑖 ± 1, 𝑗, 𝑘) viitata kopin indeksiin 𝑚 lisäämällä tai vähentämällä 

yksi. Korkeussuunnassa 𝑦 (𝑖, 𝑗 ± 1, 𝑘) indeksiin on lisättävä tai poistettava kokonainen 

rivi koppeja eli ±𝐼 kappaletta. Syvyyssuunnassa 𝑧 viitatessa (𝑖, 𝑗, 𝑘 ± 1) on lisättävä tai 

poistettava ±𝐼𝐽 kappaletta koppeja. 

Kuvasta 7 ilmenee, että kopeille saadaan yhteensä 27 erilaista yhtälöä. Esimerkiksi 

indeksillä 1 olevalla kulmakopilla on heijastin vasemmalla, edessä ja alapuolella. 

Tavallisia koppeja on oikealla, takana ja yläpuolella. Kaavaan 3.08 voidaan tämän 

tulkinnan jälkeen sijoittaa oikeat virran yhtälöt. Esimerkiksi virran  𝐽(𝑖 + 1/2, 𝑗, 𝑘) 

paikalle sijoitetaan heijastinreunaehdosta tuleva virran kaava 3.19. Kopille indeksillä 1 

saadaan yhtälö 3.25. Nyt (𝑖, 𝑗, 𝑘) = (1,1,1). 

  ( )  ( )

  ( )

 ,  , 
 =  

 ,  , 
 =  

 ,  ,  
 =  

 ,  , 
 =  +  

 ,  ,  
 =    +  

 ,  ,  
 =  +    

 ,  ,  
 =

 +      

     

 ,  ,  
 =    

 ,  ,  
 =      



26 

 

∆𝑖∆𝑗 [−
2𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘 + 1)𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘 + 1) + 𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)
⋅
𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘 + 1) − 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 𝑘

−
2𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)[1 − 𝛼]

4𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)[1 + 𝛼] −  k[1 − 𝛼]
𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)] + 

∆𝑗∆𝑘 [−
2𝐷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘)𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝐷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘) + 𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)
⋅
𝛷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘) − 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 𝑖

−
2𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)[1 − 𝛼]

4𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)[1 + 𝛼] −  i[1 − 𝛼]
𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)] + 

∆𝑖∆𝑘 [−
2𝐷(𝑖, 𝑗 + 1, 𝑘)𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝐷(𝑖, 𝑗 + 1, 𝑘) + 𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)
⋅
𝛷(𝑖, 𝑗 + 1, 𝑘) − 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 𝑗

−
2𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)[1 − 𝛼]

4𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)[1 + 𝛼] −  j[1 − 𝛼]
𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)] + 

 
𝛴a(𝑖, 𝑗, 𝑘) 𝑖 𝑗 𝑘𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) =

1

𝑘eff
𝑣(𝐸)𝛴f(𝑖, 𝑗, 𝑘) 𝑖 𝑗 𝑘𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) (3.25) 

Sen jälkeen, kun jokaiselle kopille on tehty yhtälöt indekseineen, voidaan yhtälöistä 

erotella vuon arvot yhteisiksi tekijöiksi. Näin saadaan yhtälöt matriisimuotoon 3.26. 

 A𝛷 = 𝐵,         (3.26) 

missä A on kerroinmatriisi (kooltaan 𝐼𝐽𝐾 × 𝐼𝐽𝐾), 𝛷 on vuonarvovektori (𝐼𝐽𝐾 × 1) ja 

vektori 𝐵  (𝐼𝐽𝐾 × 1) sisältää neutroneita tuottavat termit kuten fissiotermin. Tästä voidaan 

ratkaista kasvutekijä ja neutronivuot. Ratkaisusta kerrotaan kappaleessa 3.3. 

3.2 Kaksi energiaryhmää 

Useamman energiaryhmän tapauksessa täytyy ottaa huomioon tietylle energiaryhmälle 

fissiossa vapautuvien neutronien osuus 𝜒 sekä alas- ja ylös-sironta. Alas-sironta 

tarkoittaa, että neutroni menettää energiaa, kun taas ylös-sironnassa neutronin energia 

kasvaa. Ylös-sirontaa voi tapahtua silloin kun neutronilla on hyvin pieni energia, jolloin 

neutroni voi saada energiaa törmäämällä lämpövärähtelevään atomiytimeen. (Oka 2014, 

52, 76 – 80.) 
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Tässä tapauksessa käsitellään kahden energiaryhmän tapausta, jossa on nopea ja terminen 

energiaryhmä. Niiden diffuusioyhtälöt näkyvät yhtälöryhmässä 3.27. Ryhmässä nopeaa 

energiaryhmää on merkitty alaindeksillä 1 ja termistä alaindeksillä 2.  

 −𝐷1∇
2𝜑1 + (𝛴a,1 + 𝛴s,1→2)𝜑1 =

𝜒1

𝑘eff
𝑃 + 𝛴s,2→1𝜑2             (3.27a) 

−𝐷2∇
2𝜑2 + (𝛴a,2 + 𝛴s,2→1)𝜑2 =

𝜒2

𝑘eff
𝑃 + 𝛴s,1→2𝜑1,             (3.27b) 

missä 𝑃 on fissioneutroneiden tuotto termisistä ja nopeista fissioista (𝑣1𝛴f,1𝜑1 +

𝑣2𝛴f,2𝜑2). (Oka 2014, 81.) 𝛴s,1→2 on sirontavaikutusala nopealta energiaryhmältä 

termiselle (alas-sironta) ja 𝛴s,2→1 on vaikutusala termiseltä nopealle (ylös-sironta). Ylös-

sirontaa ei kuitenkaan voi tapahtua tässä tapauksessa eli 𝛴s,2→1 on arvoltaan nolla. 𝜒1 ja 

𝜒2 kertoo, kuinka suuri osuus syntyy kullekin ryhmälle fissioista. Makroskooppiset 

vaikutusalat, neutronien lukumäärä fissiossa ja diffuusiovakiot ovat eri suuruiset 

kummillekin energiaryhmälle koska ne ovat neutronin energian funktioita. 

Kummillekin energiaryhmälle tehdään kerroinmatriisit erikseen ja ne voidaan johtaa 

samalla tavalla kuin yhden energiaryhmän tapauksessa. Luodessa kerroinmatriiseja, 

täytyy kuitenkin lisäksi huomioida sirontavaikutusalat. Eli yhden energiaryhmän 

tapaukseen verrattuna absorptiovaikutusala korvataan poistovaikutusalalla 𝛴r,𝐸 = 𝛴a,𝐸 +

𝛴s,𝐸→𝐸′ . Päädytään yhtälöpariin 3.28. 

A1𝛷1 = 𝐵1                                   (3.28a) 

A2𝛷2 = 𝐵2                                                       (3.28b) 

3.3 Vuon arvojen ja kasvutekijän ratkaiseminen iteroimalla 

Iterointi on tehokas tapa ratkaista vuon arvot ja kasvutekijä. Ratkaistaan kahden 

energiaryhmän tapaus koska yhden energiaryhmän tapaus voidaan ratkaista samalla 

tavalla ilman joitakin vaiheita. Ensin täytyy luoda kerroinmatriisit A1 ja A2. 

Iterointikierros kulkee seuraavasti: 

(1) Määritellään kasvutekijä seuraavasti: 𝑘eff = ∑ 𝑣1𝛴f,1 𝑖 𝑗 𝑘𝛷̅1 +
𝐼𝐽𝐾
𝑚=1

𝑣2𝛴f,2 𝑖 𝑗 𝑘𝛷̅2. Summa tarkoittaa, että lasketaan vektorin kaikki solut yhteen. 

Arvataan kasvutekijän arvoksi 𝑘eff
0 = 1 ja ratkaistaan neutronivoiden arvaukset 𝛷̅1

0 ja 
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𝛷̅2
0 kasvutekijän määritelmästä. Oletetaan ensimmäisellä kierroksella, että kaikki 

vuon arvot ovat saman suuruiset. 

(2) Voiden vektoreiden arvauksilla saadaan määritetyksi vektorit 𝑃̅0 =

𝑣1𝛴f,1 𝑖 𝑗 𝑘𝛷̅1
0 + 𝑣2𝛴f,2 𝑖 𝑗 𝑘𝛷̅2

0 ja 𝛴s,2→1𝛷̅2
0. Merkitään termiä 𝜒1𝑃̅

0/𝑘eff +

𝛴s,2→1𝛷̅2
0 vektorina 𝐵̅1

0. 

(3) Ratkaistaan vuon arvot nopeiden neutroneiden yhtälöstä 3.28a: 𝛷̅1
1 = A1

−1𝐵̅1
0 (Jos 

ollaan ratkaisemassa yhden energiryhmän tapausta, siirrytään kohtaan 4). Uusi 

vuonarvo vektori voidaan sijoittaa ratkaisun jälkeen termisten neutroneiden ryhmään 

3.28b, jolloin vektorista 𝐵̅2
0 saadaan: 𝜒2𝑃̅

0/𝑘eff + 𝛴𝑠,1→2 𝑖 𝑗 𝑘𝛷̅1
1. Sen avulla 

voidaan ratkaista terminen neutronivuo 𝛷̅2
1 = A2

−1𝐵̅2
0. Tämän jälkeen voitaisiin jatkaa 

seuraavaan diffuusioyhtälöön, jos niitä olisi enemmän. 

(4) Nyt kun vuot on ratkaistu, voidaan laskea uusi arvo kasvutekijälle 𝑘eff
1  kohdan 1 

määritelmän avulla: 𝑘eff
1 = ∑ 𝑣1𝛴f,1 𝑖 𝑗 𝑘𝛷̅1

1 + 𝑣2𝛴f,2 𝑖 𝑗 𝑘𝛷̅2
1𝐼𝐽𝐾

𝑚=1 . Tämä 

kasvutekijä ja vuon arvot eivät ole vielä hyviä koska ne perustuvat arvauksiin. 

Laskettuja arvoja täytyy käyttää seuraavan iterointikierroksen arvauksena mutta ne 

täytyy ennen sitä normalisoida siten, että kasvutekijäksi saadaan yksi. Normalisoinnin 

jälkeen aloitetaan uusi iterointikierros kohdasta 2. Iterointi voidaan lopettaa, kunnes 

kasvutekijä ei muutu enää merkittävästi. (Oka 2014, 80 – 81.) 

Normalisoinnin perusteluna toimii se, että kasvutekijä määritellään uuden 

neutronisukupolven suhteena edelliseen. Silloin iterointikierroksen jälkeen saadaan 

oikeat arvot suoraan, kun edellisen kierroksen kasvutekijä on 1. Normalisoidut 

neutronivuojakaumat voidaan kertoa jollakin todellisella referenssiarvolla, jolloin 

saadaan todelliset neutronivuonarvot kussakin kopissa. (Oka 2014, 82.) 

Nopean ja termisen diffuusioyhtälöiden tapauksessa ylös-sirontaa ei tarvitse ottaa 

huomioon koska sitä ei tapahdu. Eli silloin termi 𝛴s,2→1𝛷̅2 voidaan jättää pois 

iteroinnissa. Kappaleessa 5 laskettavissa tapauksissa ei siis ole ylös-sirontaa.  
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4 Reaktori3D 

Matlabilla tehty Reaktori3D -sydänsimulaattori laskee numeerisesti syötettyjen 

alkuarvojen perusteella reaktorin kasvutekijän ja neutronivuojakauman kaikille 

energiaryhmille. Ensimmäisenä simulaattori generoi kerroinmatriisit jokaiselle 

energiaryhmälle tarkastelemalla kuution muotoisen hilan kaikki kopit ja sen naapurit läpi. 

Tarkastelun, syötettyjen arvojen sekä kappaleessa 3 johdettujen yhtälöiden perusteella 

simulaattori kykenee sijoittamaan oikeat numeroarvot kerroinmatriisiin, joiden avulla se 

voi iteroida tulokset kappaleessa 3.3 esitetyllä tavalla. Lopuksi simulaattori tulostaa 

kolmi- ja kaksiulotteiset kuvaajat neutronivuojakaumista kaikille energiaryhmille. 

Tulosteessa on lisäksi referenssikasvutekijä sekä -neutronivuojakaumat. Alkuarvot 

saadaan ohjelman Serpent tulostiedostosta. Serpentistä kerrotaan lisää kappaleessa 5. 

Reaktori3D -simulaattoria voi käyttää seuraavalla Matlab-komennolla: 

>> [k_eff, Fii] = Reaktori3D(Tiedosto,Koko,KokoX,dxyz,Tulos) 

missä k_eff kasvutekijä 

Fii  neutronivuojakauman arvomatriisi (𝐼𝐽𝐾 × 𝐸lkm) 

Tiedosto Serpentin tulostiedosto ([input]_res.m) 

 Koko  datan alkuperäinen koko kaikkiin suuntiin [𝐼0 𝐽0 𝐾0] 

 KokoX uuden hilan kokokerroin 

 dxyz  alkuperäisen kopin dimensiot [∆𝑥0 ∆𝑦0 ∆𝑧0] 

Tulos totuusarvo visuaalisten tulosten tulostamiselle (1 = tulostetaan, 0 = 

ei tulosteta). 

Simulaattori kykenee monistamaan alkuperäistä dataa siten, että yhden kopin data 

monistuu kokokertoimen verran koppeja joka suuntaan. Kokokertoimen ollessa 1, uusi 

data on hilakooltaan saman kokoinen kuin syötetty data. Simulaattori sisältää tämän 

ominaisuuden koska sillä voidaan tutkia hilatiheyden vaikutusta tulokseen. 
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5 KASVUTEKIJÄN JA NEUTRONIVUOJAKAUMAN 

LASKEMINEN 

Tässä kappaleessa käytetään edellisessä kappaleessa esitettyä Reaktori3D -simulaattoria 

esittäen sen syötteet ja tulokset. Simulaattorilla ratkaistaan homo- sekä heterogeenisien 

reaktorien tapauksia yhden ja kahden energiaryhmän oletuksilla. Kaikkien tässä 

kappaleessa ratkaistavien tapauksien tulokset näkyvät liitteessä 4. 

Kaikki alkuarvot ovat tuotettu Serpent-nimisellä neutronien kuljetus ohjelmistolla, joka 

perustuu Monte Carlo -simulaatioon. Menetelmässä simuloidaan satunnaisuutta 

hyödyntäen yksittäisten neutronien käyttäytymistä reaktorissa. Näiden neutronien 

käyttäytyminen tilastoidaan, jonka jälkeen siitä pystytään analysoimaan ryhmävakioita. 

Serpentin tuottamia referenssineutronivoita ja -kasvutekijää voidaan käyttää vertailussa 

Reaktori3D -sydänsimulaattorin tuloksien kanssa.  

5.1 Homogeeninen reaktori 

Tuotetaan Serpentillä alkuarvoja termiselle homogeeniselle reaktorille. Homogeeninen 

reaktori tarkoittaa, että polttoaine ja moderaattori ovat tasaisena seoksena sydämessä. 

Moderaattorina reaktorissa toimii raskas vesi ja polttoaineena luonnonuraani. Yhtä 

uraaniatomia kohden on 600 atomia deuteriumia D, mikä on jotakuinkin paras suhde 

kriittisyyden kannalta. Tuotetaan ensin tapaus yhdellä energiaryhmällä, jossa kuution 

muotoisen reaktorin sivujen pituudet ovat 200 cm ja sen ympärillä on 10 cm paksu 

grafiittiheijastin. Sen jälkeen tuotetaan sama kahdella energiaryhmällä. Serpentin 

tuottamassa datassa on albedolle olemassa arvoja, jotka ottavat huomioon neutronin 

hidastumisen ja kiihtymisen sen kulkeutuessa heijastimessa. Reaktori3D ei kuitenkaan 

ota sitä huomioon. Summataan tässä tapauksessa nämä albedot yhteen, vaikkakin 

virheellisesti. Eli 𝛼1 = 𝛼1→1 + 𝛼1→2 ja 𝛼2 = 𝛼2→2 + 𝛼2→1. Taulukoissa 3 ja 4 näkyy 

tuotetut alkuarvot ensimmäiselle ja toiselle tapaukselle. 
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Taulukko 3. Serpentin laskema kasvutekijä ja alkuarvot (ryhmävakiot) yhden energiaryhmän 

tapauksessa. 

Alkuarvo Arvo   

Kasvutekijä 𝑘ref 0,6876 [-] 

Diffuusiokerroin 𝐷 0,8398 [cm] 

Makroskooppinen absorptiovaikutusala 𝛴a 7,85E-04 [1/cm] 

Makroskooppinen fissiovaikutusala 𝛴f 3,60E-04 [1/cm] 

Neutroneita fissiota kohden 𝜈 2,4367 [-] 

Albedo 𝛼 0,6876 [-] 

 

Taulukko 4. Serpentin laskema kasvutekijä ja alkuarvot (ryhmävakiot) kahden energiaryhmän 

tapauksessa. 

Alkuarvo Nopea Terminen  

Kasvutekijä 𝑘ref 0,6887 [-] 

Diffuusiokerroin 𝐷 1,2883 0,7874 [cm] 

Makroskooppinen absorptiovaikutusala 𝛴a 9,85E-04 7,61E-04 [1/cm] 

Makroskooppinen fissiovaikutusala 𝛴f 1,79E-05 4,00E-04 [1/cm] 

Makroskooppinen sirontavaikutusala 𝛴1→2 1,07E-02 0 [1/cm] 

Neutroneita fissiota kohden 𝜈 2,5363 2,4362 [-] 

Albedo 𝛼 0,6530 0,7507 [-] 

Neutroneiden osuus energiaryhmälle 𝜒 1 0 [-] 

     

 

Serpent laitettiin tuottamaan ainoastaan yhdet ryhmävakiot koko homogeenisen reaktorin 

geometrialle, jolloin niillä täytetään koko hila. Ratkaistaan kummatkin tapaukset ensin 

hilan koolla 63 ja sen jälkeen koolla 203. Koppien dimensiot saadaan jakamalla reaktorin 

sivun pituus hilan pituudella. Esimerkiksi ensimmäisessä laskussa kuution muotoisen 

kopin sivujen pituudet ovat 33,3 cm ja toisessa 10 cm. Graafiset esitykset neutronivoista 

näkyvät liitteessä 4 (tulokset 1 - 4) ja kasvutekijöiden tulokset sekä vertailu taulukossa 5. 
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Taulukko 5. Kasvutekijöiden vertailu referenssikasvutekijöihin homogeeniselle reaktorille 

yhden ja kahden energiaryhmän tapauksissa. (*) Ero referenssikasvutekijöiden välillä johtuu 

tilastollisesta virheestä. 

Er. lkm. Referenssikasvutekijä Hilan koko Laskettu kasvutekijä Virhe [pcm] 

1 0,6876* 
63 0,6912 757 

203 0,6859 360 

2 0,6887* 
63 0,6936 1026 

203 0,6875 253 

Referenssikasvutekijöistä sekä myös lasketuista kasvutekijöistä huomataan, että reaktori 

on huomattavasti alikriittinen. Tapoja kasvattaa kasvutekijää on monia, mutta tässä 

tapauksessa kriittisyyttä kasvatetaan reaktorin kokoa suurentamalla 100 cm joka 

suuntaan. Tuotetaan Serpentillä alkuarvot ainoastaan kahden energiaryhmän oletuksella. 

Alkuarvot näkyvät taulukossa 6. 

Taulukko 6. Serpentin laskema kasvutekijä ja alkuarvot (ryhmävakiot) kahden energiaryhmän 

tapauksessa. Reaktorin kokoa kasvatettu. 

Alkuarvo Nopea Terminen   

Kasvutekijä 𝑘ref 0,8880 [-] 

Diffuusiokerroin 𝐷 1,2874 0,7861 [cm] 

Makroskooppinen absorptiovaikutusala 𝛴a 9,92E-04 7,63E-04 [1/cm] 

Makroskooppinen fissiovaikutusala 𝛴f 1,79E-05 4,02E-04 [1/cm] 

Makroskooppinen sirontavaikutusala 𝛴1→2 1,08E-02 0 [1/cm] 

Neutroneita fissiota kohden 𝜈 2,5349 2,4362 [-] 

Albedo 
 

𝛼 0,5347 0,7525 [-] 

Neutroneiden osuus energiaryhmälle 𝜒 1 0 [-] 

Suoritetaan laskut verkon koilla 63 ja 203. Reaktori3D:n tuloksien graafiset esitykset 

näkyvät liitteessä 4 (tulokset 5 - 6) ja kasvutekijöiden tulokset sekä vertailu näkyy 

taulukossa 7. 

Taulukko 7. Kasvutekijöiden vertailu. Reaktorin kokoa kasvatettu. 

Er. lkm. Referenssikasvutekijä Verkon koko Laskettu kasvutekijä Virhe [pcm] 

2 0,8880 
63 0,8912 404 

203 0,8866 178 
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5.2 Heterogeenien reaktori 

Suoritetaan simulaattori nyt annetuilla heterogeenisen reaktorin alkuarvoilla yhden ja 

kahden energiaryhmän tapauksissa. Eli tässä tapauksessa reaktori muistuttaa enemmän 

oikeaa reaktoria, jossa jokaiselle polttoainenipulle (tai sen osalle korkeussuunnassa) on 

omat ryhmävakiot. 

Polttoainenippuja on eri rikastussuhteilla ja ne ovat yleensä eri osissa reaktoria. Sillä 

pyritään vaikuttamaan neutroniekonomiaan sekä saamaan mahdollisimman suuri palama 

jokaiselle nipulle ennen niiden poistoa. (Oka 2014, 184, 241.) Suurin ero homogeenisen 

reaktorin välillä on se, että polttoaine ja moderaattori eivät ole välittömässä kosketuksessa 

toistensa kanssa vaan erillään polttoainepelletteinä ja ympäröivänä moderaattorina. 

Serpentin laskema arvo kasvutekijälle yhden energiaryhmän tapauksessa on 𝑘ref,1 = 

0,9626 ja kahden energiaryhmän tapauksessa 𝑘ref,2 = 0,9627. Pieni ero näiden kahden 

kasvutekijän välillä johtuu tilastollisesta virheestä. Annetut datat ovat kooltaan 216 × 1 

eli 63 laskukopille. Edellisten tulosten perusteella hilan tihentäminen parantaa tuloksen 

tarkkuutta. Siksi tässä tapauksessa data monistetaan 27-kertaiseksi eli hilan koolle 183. 

Polttoainenipun kooksi on annettu 21,5 cm × 129 cm × 21,5 cm mikä on tyypillinen koko 

painevesireaktorin nipulle korkeutta lukuun ottamatta. Nipun korkeuden jakaessa 

kuudelle datapisteelle, saadaan kopin korkeudeksi 21,5 cm. Reaktori3D jakaa vielä kaikki 

dimensiot kolmella, jotta reaktorin tilavuus pysyy samana. Simulaattorin tuottamat 

kasvutekijät ja niiden vertailu referenssikasvutekijään näkyy taulukossa 8. Simulaattorin 

sekä sen prosentuaalinen virhe suhteessa Serpentin tuottamaan neutronivuojakaumaan 

näkyvät yhden energiaryhmän tapauksessa kuvissa 8 ja 9. Kahden energiaryhmän 

tapauksessa ne näkyvät kuvissa 10 ja 11. 

Taulukko 8. Kasvutekijöiden vertailu referenssikasvutekijöihin heterogeeniselle reaktorille 

yhden ja kahden energiaryhmän tapauksissa. (*) Ero referenssikasvutekijöiden välillä johtuu 

tilastollisesta virheestä. 

Er. lkm. Referenssikasvutekijä Hilan koko Laskettu kasvutekijä Virhe [pcm] 

1 0,9626* 183 0,9701 803 

2 0,9627* 183 0,9645 205 
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Kuva 8. Normeerattu heterogeenien reaktori yhdellä energiaryhmällä. a) Lasketun tuloksen 

kolmiulotteinen neutronivuojakauma. i) Lasketun neutronivuojakauman prosentuaalinen virhe 

suhteessa Serpentin referenssineutronivuojakaumaan (jaettu keskimääräisiin alueisiin 

kokokertoimen mukaan). Dimensioiden yksiköt senttimetreinä. 

 

Kuva 9. Normeerattu heterogeenien reaktori yhdellä energiaryhmällä. (jaettu keskimääräisiin 

alueisiin kokokertoimien perusteella). a) Pystysuunnassa summattu neutronivuojakauma 

reaktorin leveyden (X) suhteen. i) Vaakasuunnassa summattu neutronivuojakauma korkeuden 

suhteen (Y). Yhtenäinen viiva tarkoittaa laskettua tulosta ja katkoviiva referenssiä. 
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Kuva 10. Normeerattu heterogeenien reaktori kahdella energiaryhmällä. a) Lasketun tuloksen 

kolmiulotteinen neutronivuojakauma energiaryhmälle 1. b) Energiaryhmälle 2. i) 

Prosentuaalinen virhe suhteessa Serpentin tuottamaan kolmiulotteinen referenssijakaumaan 
energiaryhmälle 1. ii) Energiaryhmälle 2. (jaettu keskimääräisiin alueisiin kokokertoimen 

perusteella). Dimensioiden yksiköt senttimetreinä. 

 

Kuva 11. Normeerattu heterogeenien reaktori kahdella energiaryhmällä. (Jaettu keskimääräisiin 
alueisiin kokokertoimen perusteella). a) Pystysuunnassa summattu neutronivuojakauma 

reaktorin leveyden (X) suhteen energiaryhmälle 1. b) Energiaryhmälle 2. c) Kaikki neutronit. i) 

Vaakasuunnassa summattu neutronivuojakauma korkeuden suhteen Y) energiaryhmälle 1. ii) 
Energiaryhmälle 2. iii) Kaikille neutroneille. Yhtenäinen viiva tarkoittaa laskettua tulosta ja 

katkoviiva referenssiä. 
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6 JOHTOPÄÄTELMÄT 

Kaikista saaduista tuloksista voidaan päätellä, että laskualgoritmi antaa todenmukaisia 

tuloksia. Homogeenisten reaktorien tuloksista nähdään, että laskupisteiden eli hilan 

tiheyttä kasvattamalla saadaan paljon parempia tuloksia kasvutekijälle. Esimerkiksi 

yhden energiaryhmän tapauksessa hilan koolla 63 saadaan kasvutekijäksi 0,6912 ja koolla 

203 kasvutekijäksi 0,6859. Serpentin laskema kasvutekijä on 0,6879 jolloin suuremmalla 

koolla saadaan 397 pcm parempi tulos. Sama vaikutus näyttäisi toteutuvan myös kahden 

energiaryhmän tapauksessa ja suuremmalla reaktorilla. Tiheämpi hila tarkoittaa myös, 

että datapisteiden arvot ovat paljon lähempänä toisiaan. Tämä johtaa vuon derivaatan 

arvon paranemiseen, jolloin vuostakin tulee paljon sileämpi. Datapisteitä ei tarvittaisi niin 

paljoa ja laskuajallisesti säästyttäisiin, jos käytettäisiin lineaarisen approksimaation 

sijasta korkeamman asteen Taylorin approksimaatiota. 

Suuremmalla homogeenisellä reaktorilla päästään parempiin tuloksiin kuin pienellä.  

Tämä nähdään esimerkiksi taulukoiden 5 ja 7 tuloksia vertailemalla, missä kahden 

energiaryhmän oletuksella lasketun kasvutekijän arvo parani harvemmalla hilalla 622 

pcm ja tiheämmällä 75 pcm. On mahdollista, että heijastimesta tulee erilaisia neutroneita 

paljon.  Se johtaa siihen, että ryhmävakioiden arvot ovat oikeasti eri suuruiset reaktorin 

reunoilla verrattuna keskikohtaan. Siispä yhdellä keskimääräisellä ryhmävakiolla 

laskettaessa reunoja ei oteta tarpeeksi hyvin huomioon. Suuremmalla reaktorilla on 

enemmän tilavuutta heijastimella olevaa ulkopinta-alaa nähden, jolloin keskimääräinen 

ryhmävakio toimii paremmin. 

Heterogeeniselle reaktorille ryhmävakioita oli tuotettu yhteensä 216 kappaletta, jolloin 

esimerkiksi kahdella energiaryhmällä ja tiheällä hilalla saadaan virheeksi 205 pcm. Myös 

neutronivuojakaumat näyttäisivät sovittuvan hyvin Serpentin tuottamiin 

neutronivuojakaumiin, kuten kuvista 10 ja 11 nähdään. Tässä tapauksessa alkuarvojen 

suuren lukumäärän takia Reaktori3D toimii tarkasti pienenkin reaktorin tapauksessa 

(sivultaan 129 cm). Tuloksia voitaisiin vielä tarkentaa huomioimalla neutronin 

hidastuminen sen kulkeutuessa heijastimessa. Todiste tästä nähdään kuvista 10 ja 11, 

joissa laskettu terminen neutronivuo on reunoilla paljon heikompi kuin 

referenssineutronivuossa. Erityisesti kuvan 10 termisen neutronivuon nurkkakopeissa 

nähdään tavallista suurempi virhe koska niissä on eniten heijastimen pinta-alaa. Yhtä 
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voimakasta efektiä ei nähdä nopeassa neutronivuossa. Yleisesti ottane simulaattori ei 

näyttäisi toimivan reunoilla niin hyvin kuin keskemmällä reaktoria. 

Heterogeenisen ja homogeenisen reaktorin neutronivuojakaumissa huomataan ero 

kahden energiaryhmän tapauksessa. Nopeita neutroneita näyttäisi olevan 

heterogeenisessä reaktorissa enemmän kuin termisiä neutroneita, kun taas 

homogeenisessä reaktorissa tilanne on toisin (Homogeenisen reaktorin 

neutronivuojakaumat näkyvät liitteessä 4). Tämä voitaisiin esimerkiksi selittää sillä, että 

homogeenisessä reaktorissa polttoaine on välittömässä kosketuksessa moderaattorin 

kanssa, jolloin neutroni alkaa hidastumaan välittömästi. Tällöin nopean neutroni 

ajanjakso lyhenee voimakkaasti, jolloin niiden määräkin vähenee suhteessa termisiin 

neutroneihin. Lisäksi homogeenisessä reaktorissa moderaattorina toimivalla 

deuteriumilla on paljon suurempi sirontavaikutusala suhteessa absorptioon kevyeen 

veteen verrattuna. 

Yhden energiaryhmän oletus on huono, koska oikeassa reaktorissa neutroneita on eri 

energioilla lukemattomat määrät. Neutronin hidastuminen ja sen absorboituminen 

resonanssipiikkiin hidastumisen aikana jää myös huomiotta.  



38 

 

7 YHTEENVETO 

Neutronit leviävät ympäri reaktoria kaikista ydinreaktioista, jonka seurauksena neutronit 

muodostavat jakauman. Neutronivuojakauma tarkoittaa, että neutroneita on eri määrä eri 

reaktorin sijainneissa. Siispä reaktorin kasvutekijä täytyy määrittää neutronivuojakauman 

muutoksesta.  

Tässä kandidaatintyössä kasvutekijä ja jakauma laskettiin diffuusioteorialla, jossa 

neutronien kulkeutuminen sekä poisto asetettiin kasvutekijän käänteisarvon avulla yhtä 

suureksi neutronituoton kanssa. Neutronien kulkeutuminen ratkaistiin numeerisesti 

integroidulla differenssimenetelmällä, jossa neutronivuojakauman derivaattoja 

approksimoitiin laskukopeissa vallitsevien keskimääräisten neutronivoiden avulla. 

Reunaehtona toimi heijastinreunaehto albedo. 

Neutronin energisyys otettiin huomioon yhdellä ja kahdella energiaryhmällä. Kahden 

energiaryhmän oletuksessa diffuusioyhtälöitä tarvitaan kaksi kappaletta. Nopeiden 

neutroneiden yhtälöön lisättiin sirontavaikutusala absorption lisäksi sekä neutronituotto 

termisestä fissiosta. Termiseen yhtälöön lisättiin neutronituottojen lisäksi nopealta 

ryhmältä tipahtavat neutronit. Nyt kummillekin ryhmille voitiin johtaa 

kontrollitilavuuksien yhtälöt ja ratkaista ne iteroimalla. Näiden perusteella kasvutekijä ja 

vuonarvojen ratkaisemiseksi voitiin luoda Reaktori3D -simulaattori. 

Reaktori3D ratkaisi Serpentin tuottamia homogeenisten ja heterogeenisten reaktoreiden 

alkuarvoja. Hilan tiheyttä muuttamalla nähtiin neutronivuon derivaatan arvon 

paraneminen, joka johti parempiin tuloksiin. Homogeenisen reaktorin tapauksissa paras 

tulos saatiin suurella reaktorilla kahden energiaryhmän tapauksessa, missä virhe oli 178 

pcm. Heterogeenisen reaktorin tapauksessa paras tulos saatiin kahdella energiaryhmällä, 

missä virhe oli 205 pcm. Tuloksista voidaan päätellä, että Reaktori3D toimii oikein ja 

riittävän hyvällä tarkkuudella huolimatta reaktorin reunojen heikommista tuloksista. 
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Liite 1  Neutronin elinkaari termisessä reaktorissa 
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Liite 2  Koppi ja naapurikopit 

Kopin uudet merkinnät sivusta päin: 

 

𝐽𝑧̅(𝑧0 + ∆𝑧)

= 𝐽 (𝑖, 𝑗, 𝑘 +
1

2
) 

𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘 + 1) 

 

𝐽𝑥̅(𝑥0)

= 𝐽 (𝑖 −
1

2
, 𝑗, 𝑘) 

𝛷(𝑖 − 1, 𝑗, 𝑘) 

𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) 

𝐽𝑥̅(𝑥0 + ∆𝑥)

= 𝐽 (𝑖 +
1

2
, 𝑗, 𝑘) 

𝛷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘) 

 

𝐽𝑧̅(𝑧0)

= 𝐽 (𝑖, 𝑗, 𝑘 −
1

2
) 

𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) 

 

Kopin uudet merkinnät ylhäältä päin: 

 

𝐽𝑦̅(𝑦0 + ∆𝑦)

= 𝐽 (𝑖, 𝑗 +
1

2
, 𝑘) 

𝛷(𝑖, 𝑗 + 1, 𝑘) 
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2
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𝛷(𝑖, 𝑗 − 1, 𝑘) 
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Liite 3  Neutronivirtojen yhtälöt 

Naapurin 

sijainti 

Virran yhtälö 

Oikealla 

(𝑖 + 1) 
𝐽 (𝑖 +

1

2
, 𝑗, 𝑘) = −

2𝐷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘)𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝐷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘) + 𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)
⋅
𝛷(𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘) − 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 𝑖
 

Vasemmalla 

(𝑖 − 1) 
𝐽 (𝑖 −

1

2
, 𝑗, 𝑘) = −

2𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)𝐷(𝑖 − 1, 𝑗, 𝑘)

𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘) + 𝐷(𝑖 − 1, 𝑗, 𝑘)
⋅
𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) − 𝛷(𝑖 − 1, 𝑗, 𝑘)

 𝑖
 

Ylhäällä 

(𝑗 + 1) 
𝐽 (𝑖, 𝑗 +

1

2
, 𝑘) = −

2𝐷(𝑖, 𝑗 + 1, 𝑘)𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝐷(𝑖, 𝑗 + 1, 𝑘) + 𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)
⋅
𝛷(𝑖, 𝑗 + 1, 𝑘) − 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 𝑗
 

Alhaalla 

(𝑗 − 1) 
𝐽 (𝑖, 𝑗 −

1

2
, 𝑘) = −

2𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)𝐷(𝑖, 𝑗 − 1, 𝑘)

𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘) + 𝐷(𝑖, 𝑗 − 1, 𝑘)
⋅
𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) − 𝛷(𝑖, 𝑗 − 1, 𝑘)

 𝑗
 

Takana 

(𝑘 + 1) 
𝐽 (𝑖, 𝑗, 𝑘 +

1

2
) = −

2𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘 + 1)𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘 + 1) + 𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)
⋅
𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘 + 1) − 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘)

 𝑘
 

Edessä   

(𝑘 − 1) 
𝐽 (𝑖, 𝑗, 𝑘 −

1

2
) = −

2𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘)𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1)

𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘) + 𝐷(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1)
⋅
𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘) − 𝛷(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1)

 𝑘
 

 

  



 

Liite 4  Tulokset 

k_testitapaus_1_1 = 

 

    0.6912 

 

 

 

k_testitapaus_1_2 = 

 



 

    0.6859 

 

 

 



 

k_testitapaus_2_1 = 

 

    0.6936 

 

 

 



 

k_testitapaus_2_2 = 

 

    0.6875 

 

 

 



 

k_testitapaus_3_1 = 

 

    0.8912 

 

 

 



 

k_testitapaus_3_2 = 

 

    0.8866 

 

 

 



 

k_1E = 

 

    0.9701 

 

 

 



 

k_2E = 

 

    0.9645 

 

 

 


