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Differentiaaliyhtiloitd voidaan hyddyntdd monien oikean eldmén ongelmien, kuten ra-
dioaktiivisen hajoamisen ja aaltoyhtdlon, mallintamisessa. Tédten niiden ratkaisemiseen
on tarkedd 10ytaa tehokkaita ratkaisutapoja. Neuroverkkoja hyodynnetdin monien ongel-
mien ratkaisemisessa, kuten kiintdjdssd, puheentunnistuksessa ja differentiaaliyhtiloissa.

Eteenpdin kytketyt neuroverkot ovat erityisen kidyttokelpoisia koneoppimisessa.

Tyon tavoitteena on esitelld, kuinka neuroverkkoja voidaan hyodyntid differentiaaliyh-
tdloiden ratkaisemisessa. Menetelmédd havainnollistetaan ratkaisemalla ensimmadisen ker-
taluvun differentiaaliyhtilo ¢ = —2zy + x alkuarvolla y(0) = 1 Matlab-ympéristossi.
Tyossi kaytettdvd neuroverkko on MLP (multilayer perceptron) yhdelld piilokerroksella,
jossa on kymmenen piilokerroksen neuronia. Differentiaaliyhtdlon ratkaisemiseen kiytet-
tavd neuroverkko luotiin Matlabin Deep Learning -tyokalun avulla. Neuroverkon antama
tulos on luotettava, kun opetusdataa annetaan tarpeeksi monta kappaletta ja tarpeeksi pit-
kaltd vililtd. Esimerkin tapauksessa neuroverkon antama tulos oli luotettava vililld [0, 4],
kun opetusdataa annettiin vililld [0, 3] ja opetusdatapisteitid oli 1000 kappaletta. Neuro-

verkot on siis tehokas tapa ratkaista differentiaaliyhtdloitd hyvilld tarkkuudella.
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piilokerroksen arvot

vakiokertoimet syotekerroksen ja piilokerroksen neuroneiden vililla
vakiokertoimet piilokerroksen ja tuloskerroksen neuroneiden vililld
neuroverkon antama tulos

painokertoimet syotekerroksesta piilokerrokseen

painokertoimet piilokerroksesta tuloskerrokseen

syotekerroksen arvot

painotetut summat

Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno algorithm

gradient descent

multilayer perceptron

stochastic gradient descent
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single layer perceptron
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1 JOHDANTO

1.1 Tausta

Neuroverkkoja voidaan hyodyntidd monenlaisten ongelmien ratkaisemiseen. Téllaisia on-
gelmia ovat esimerkiksi kdintéji, chatbot ja puheentunnistus [1]. Erityisesti eteenpéin kyt-
ketyt neuroverkot ovat tirked osa-alue koneoppimisessa [2]. Eteenpdinkytketyissd neuro-
verkoissa neuronien véliset yhteydet kulkevat ainoastaan eteenpéin. Esimerkiksi konvo-
luutioneuroverkkoja, jotka ovat erityistapaus eteenpdinkytketyistd neuroverkoista, kiyte-

tddn objektintunnistamiseen kuvasta [2].

Differentiaaliyhtéloitéd kdytetddn mallintamaan monia oikean elimén ongelmia, kuten eri-
laisia fysikaalisia ilmiditd, joita ovat esimerkiksi aaltoyhtédlo, Newtonin toinen laki ja ra-
dioaktiivinen hajoaminen [3]. Differentiaaliyhtidloiden ratkaisemiseen on olemassa useita
numeerisia menetelmid, kuten Eulerin menetelmé ja Runge-Kutta-menetelmat [3]. Ole-
tetaan, ettd kappale on hetkelld z( kohdassa ¥, ja kulkee nopeudella y(,. Lyhyessi ajassa
nopeus ei kerked muuttumaan merkittavasti alkuperdisestd nopeudesta y;, jolloin Eulerin
menetelmilld seuraava piste y; saadaan, kun kerrotaan nopeus y;, matkaan kéytetyll4 ajal-
la h = x1 — x ja lisdtdéan tima edelliseen kohtaan g, [4]. Eulerin menetelmé voidaan siis

ilmaista kaavalla
Yir1 = Yi + hy,. (1)

Tunnetuimmassa Runge-Kutta-menetelméssi seuraava piste saadaan laskettua kaavalla

Yie1 = Yi + é(/ﬁ + 2ko + 2k3 + ky), (2)
missa
ki = hf(zi, yi), (3)
Ky :hf(:vi+g,yi+%), “4)
k3=hf($i+g>yi+%)> 5)
ky=hf(x;+h,y, + ks), (6)

ja missé funktio f(z,y) on differentiaaliyhtdlon

dy

I fz,y). (7



oikea puoli [5].

Differentiaaliyhtél6itd voidaan ratkaista myos neuroverkkojen avulla. Timédn menetelmin
hyotyjd ovat esimerkiksi se, ettd ratkaisu on derivoituva ja suljetussa analyyttisessd muo-
dossa [3]. Muilla numeerisilla tavoilla ratkaisu on usein diskreetissi muodossa tai sitd
voidaan derivoida vain rajoitetusti [3]. Lisidksi laskennallinen vaativuus kasvaa hitaasti

neuroverkkoja hyodyntdmalla [3].

1.2 Tavoitteet, rajaus ja rakenne

Tidssd tyossd esitellddn neuroverkkojen toimintaa ja selvitetddn, kuinka neuroverkkoja
voidaan hyodyntéd differentiaaliyhtiloiden ratkaisemisessa. Tyon tavoitteena on esitelld
tapa, jolla voidaan ratkaista ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtilo eli ODE (ordi-
nary differential equation) eteenpdin kytketylld monikerroksisella perseptroniverkolla eli
MLP:1ld (multilayer perceptron), jossa on yksi piilokerros. Esimerkkini ratkaistaan diffe-
rentiaaliyhtilo y' = —2xy + x alkuehdolla y(0) = 1 ja kyseisen ODE:n tapauksessa to-
teutetaan simulaatioita Matlab-ohjelmistolla hyodyntien Deep Learning -tyokalua. Deep
Learining -tyokalulla voidaan luoda halutunlainen neuroverkko, jolla differentiaaliyhtédlo

ratkaistaan.

Téssd tyossd luvussa 2 esitellddn neuroverkkoja yleisesti ja kisitelliin matemaattisesti
perseptronin ja MLP:n rakenne. Lisiksi esitelldin, kuinka neuroverkkoja voidaan opet-
taa. Luvussa 3 tarkastellaan, kuinka neuroverkkoja voidaan hyodyntid differentiaaliyhté-
16iden ratkaisemisessa. Simulaatioissa hyddynnetyt ohjelmistot ja menetelmit sekéd simu-
laatioilla saadut tulokset esitellidéin luvussa 4. Luvussa 5 tehdéén yhteenveto tyon aiheesta

ja saaduista tuloksista.



2 NEUROVERKOT

Neuroverkko on mukautuva matemaattinen malli, jonka rakenne perustuu biologisten ai-
vojen rakenteeseen [6]. Neuroverkot ovat yksi syvdoppimisen muoto [2]. Neuroverkko
koostuu syoétekerroksesta, piilokerroksista ja tuloskerroksesta [6]. Tdtd neuroverkon pe-
rusrakennetta on havainnollistettu kuvassa 1. Neuroverkkoa opettamalla pyritiin 16yté-
miin syotteen ja tulosteen vilinen yhteys [6] eli funktio, joka kuvaa syotteen tulosteeksi.
Oppiminen tapahtuu syottdmalld neuroverkolle opetusdataa, jonka avulla neuronien vi-
listen yhteyksien painokertoimia optimoidaan siten, ettd neuroverkon antaman tuloksen

virhe minimoituu [6].

Input Layer € R® Hidden Layer € R® Hidden Layer € R® Output Layer e R

Kuva 1. Esimerkki tdysin kytketystd neuroverkosta. Kyseisessd neuroverkossa on syotekerros,
kaksi piilokerrosta ja tuloskerros.

Tamén tyon kannalta oleellinen neuroverkko differentiaaliyhtiloiden ratkaisemiseen on
eteenpiin kytketty neuroverkko eli MLP yhdelld piilokerroksella, koska timén tyyppistid
neuroverkoa voidaan hyddyntdd minké tahansa funktion approksimointiin mielivaltaisella
tarkkuudella [7].



2.1 Perseptroni

Yksinkertaisin neuroverkko on nimeltdéin perseptroni eli SLP (single layer perceptron).
SLP rakentuu sydtekerroksen neuroneista x = [z, o, ..., 74|, jotka ovat yhteydessi
tuloskerroksen neuroneihin [6]. Ndiden neuronien yhteyksid kuvataan painokertoimilla
w = [wy, ws,. .. ,wd]T. SLP toimii siten, ettd se vastaanottaa syotteen, joista lasketaan

painotettu summa ja lisdtdan vakiotermi b

d
Z=zwy + Tows + -+ agwg + b= (zaw;) +b=w'x+b. (8)
=1

Téstd summasta otetaan epélineaarinen aktivaatio, jolloin saadaan tulos
ho(x) = 0(2) = o(wlx +b), )

missi
1

o(z) = 1+e*

on aktivaatiofunktiona toimiva sigmoid-funktio. SLP:n rakennetta on havainnollistettu ku-

(10)

vassa 2.

i
| (»)

() (v )
S\ y

W

summaaja aktivaatio

Kuva 2. Perseptronin rakenne [6].



2.2 MLP yhdella piilokerroksella

SLP voi oppia ainoastaan lineaarisia funktioita, joten differentiaaliyhtédloiden ratkaisemi-
seen tarvitaan monikerroksinen perseptroniverkko eli MLP. MLP koostuu syotekerrok-
sesta, piilokerroksista ja tuloskerroksesta. On havaittu, ettd yhden piilokerroksen neuro-
verkolla pystytiddn ratkaisemaan differentiaaliyhtéloitd tehokkaasti ja hyvilléd tarkkuudel-
la [7], joten kisitellddn tillaista yhdelld piilokerroksella varustettua MLP:td. Téllaisen

neuroverkon rakennetta on havainnollistettu kuvassa 3.

(w41l

syéte piilokerros tulos

Kuva 3. MLP yhdell4 piilokerroksella.

MLP verkkoa, joka on tdysin kytketty ja jossa on yksi piilokerros, kuvaa yhtilo

he = o(w2a + b2, (11)

missi b? on vakiotermi, wl? = [w?], w£2], e ,@?)]T painokertoimet piilokerroksesta
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tuloskerroksen neuroniin ja

a; =o0(z) = O'(W[ll]TX + b[ll]) (12)

as = o(z) = O'(W[;]TX + ol (13)

(14)

U = 0(2m) = O'(WEL}TX + blih (15)

(16)

ovat piilokerroksen neuronien saamat arvot, missi X = [x1, s, ..., 247 on sydtekerrok-
sen arvot ja wi' = [(w)")1, (i )a. ., (i)l Wi = (030, ()2, ()]

jne. ovat painokertoimet syotekerroksesta piilokerroksen neuroneihin. Edelld esitellyt yh-

tdlot voidaan esittdd myos matriisimuodossa. Olkoon

- T
W[l] b[ll] Ty
mr (1]

w2 | o | o | 7W[z}:[me], 17)
Win m d

jolloin piilokerroksen arvot ja tuloskerroksen arvo saadaan yhtiloiden

a=o(Wlx 4+ bll) (18)
ho(x) = Wa + b? (19)

avulla.

2.3 Neuroverkon opettaminen

Neuroverkkoa tulee opettaa, jotta sitd voidaan kdyttdd halutun ongelman ratkaisemiseen.
Opettamiseen kiytetdédn joukkoa datapisteité { (z;, y;) }1_,, missd x; on syote ja y; tuloste
syotteen x; arvolla. Neuroverkolle syotetdédn opetusdataa ja annetun datan perusteella py-
ritddn optimoimaan neuroverkon parametreja siten, ettd neuroverkko approksimoi ratkai-
sua mahdollisimman hyvin. Pyritddn siis minimoimaan neuroverkon antaman ratkaisun

virhettd suhteessa analyyttiseen ratkaisuun.
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Neuroverkon antaman ratkaisun virhettd kuvataan jollakin hukkafunktiolla, jota pyritddn
minimoimaan. Hukkafunktion minimointiin on olemassa useita eri menetelmii, esimerk-
keini conjugate gradient method, quasi-Newton BFGS (Broyden—Fletcher—-Goldfarb—Shanno
algorithm) ja eri versiot GD-menetelmistd (gradient descent). Yleensd hukkafunktio-
na kiytetdin jonkinlaista pienimmin neliosumman funktiota. Hukkafunktion minimoin-
tiin kidytetddn monesti SGD-menetelmii (stochastic gradient descent) tai jotakin GD-
menetelmén variaatiota, koska GD-mentelmit on helppo toteuttaa ja toimii yleensi tehok-
kaasti [8]. Tdssi tyossd simulaatioiden hukkafunktion minimoimiseen kiytetdin SGDM-

menetelmii (stochastic gradient descent with momentum).

GD-menetelmit perustuvat siihen, ettd pyritiin minimoimaan hukkafunktiota f(x) gra-
dientin avulla [2]. Minimikohdan ly6timiseksi funktiolle f(x) lasketaan gradientti pis-
teessd x ja litkutaan pienen askeleen e verran gradientin vastaiseen suuntaan, jolloin saa-
daan uusi piste X’ = x — eV, f(x) [2]. Tdssd € on opetusnopeus, positiivinen skalaa-
ri, mikd maédrittda otetun askeleen suuruuden [2]. Askeleita otetaan niin kauan, kunnes
Vi« f(x) = 0, jolloin ollaan 16ydetty minimikohta [2]. Menetelmill 16ydetty minimikoh-
ta ei vilttdmaitti ole globaali minimi, mutta menetelmalla pyritddn 16ytdméin minimikoh-

ta, jossa funktion arvo on tarpeeksi ldhelld globaalia minimié [2].

SGD-menetelmi on stokastinen approksimaatio GD-menetelmastéd [6]. Siind sen sijaan,
ettd gradientti laskettaisiin koko datasta, lasketaankin gradientti satunnaisesti valitusta os-
ajoukosta [6]. Tyossd kiytettdavd SGDM-menetelmé perustuu SGD-menetelméin, mutta
SGDM-mentelmailld 16ydetidéin minimikohta nopeammin, kuin SGD-menetelmilld. Gra-

dientin laskemiseen nidissd menetelmissd kadytetddn yleensd vastavirta-algoritmia.
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3 DIFFERENTIAALIYHTALOIDEN RATKAISEMINEN
NEUROVERKON AVULLA

Differentiaaliyhtdlon ratkaisuun kéytettava malli voidaan esittdd kahden termin summana
yo(x) = A(x) + F(z, ho(x)), (20)

missd ensimméinen termi A(z) sisdltdd differentiaaliyhtidlon alkuehdon ja toinen termi
F(z, hg(z)) sisdltdd neuroverkon hy, jonka parametreja ¢ optimoidaan siten, ettd neu-
roverkon antama ratkaisu olisi mahdollisimman lihelld differentiaaliyhtdlon analyyttista

ratkaisua [7]. Ensimmadisen kertaluvun ODE:n

dy
A 21
=4 (2, y) 2D
tapauksessa yhtélo (20) saa muodon
yo(x) = A+ xhy(x), (22)

missd A on alkuehto ja hy(z) opetettava neuroverkko [7].

Téssd tyossd hukkafunktiona kdytetty funktio on muotoa

Lo(z) = llys — f(z,y0) 1> + & lyo(0) — 5 (0)|1?, (23)

missi 6 on neuroverkon parametrit, £ vakiokerroin, ¢y neuroverkon ennustama ratkaisu ja
yl, ennustetun ratkaisun derivaatta. Termi ||y}, — f(x,y)||” kuvaa siti, kuinka paljon en-
nustettu tulos eroaa alkuperiisesti differentiaaliyhtilosta. Termi |yg(0) — y(0)||* kuvaa
sitd, kuinka paljon ennustetun ratkaisun alkuarvo eroaa alkuperidisestid alkuarvosta. Huk-
kafuntion minimointi toteutetaan SGDM-menetelmailld. SGDM-menetelmissé gradientin

laskemiseen kiytetdin Matlabin valmista rutiinia.

Yll4 esiteltyd menetelméd voidaan soveltaa myds korkeamman kertaluvun ODE:n, PDE:n
tai ODE-ryhmien ratkaisemiseen [7]. Tdlloin yhtédlo (20) saa erilaisen muodon, mitd en-

simmadisen kertaluvun ODE:n tapauksessa.
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4 SIMULAATIOT

4.1 Ohjelmistot

Neuroverkon luominen ja opettaminen differentiaaliyhtilon ratkaisemiseen tehtiin Matlab-
ohjelmistolla hyddyntden Deep Learning -tyokalua. Neuroverkon kerrokset luotiin kéyt-
tamailla featureInputLayer-funktiota luomaan syotekerros, fullyConnectedLayer-funktiota
luomaan piilokerros ja sigmoidLayer-funktiota toteuttamaan kerrosten vilinen aktivaatio.

Tdmadn jilkeen neuroverkko luotiin aikaisemmista kerroksista dlnetwork-funktiolla.

4.2 Menetelmit

Differentiaaliyhtédlon ratkaisemiseen kéytettiin eteenpidin kytkettyd neuroverkkoa, joka on
tdysin kytketty ja jossa on yksi piilokerros. Tédysin kytketyssd neuroverkossa kaikki edel-
lisen kerroksen neuronit on yhdistetty kaikkiin seuraavan kerroksen neuroneihin. Piilo-
kerroksessa kiytettiin 10 neuronia. Syotekerroksen ja piilokerroksen vilisend aktivaa-
tiofunktiona kéytettiin sigmoid-funktiota, joka on miiritelty yhtdlossa (10). Hukkafunk-
tiona kiytettiin kaavassa (23) esitettyd funktiota. Hukkafunktion minimointiin kéytettiin

SGDM menetelmai, miké toteutettiin Matlabin valmiilla rutiinilla.

Simulaatiot toteutettiin alkuarvotehtivin
Yy =—2xy+ux y0)=1 (24)

tapuksessa. Neuroverkon avulla saatua ratkaisua verrattiin alkuarvotehtdvin (24) analyyt-

tiseen ratkaisuun

4.3 Tulokset

Kuvassa 4 vasemmalla néhddin neuroverkon antama tulos verrattuna analyyttiseen rat-
kaisuun, kun opetusdata on annettu vililld [0, 1] ja datapisteitd on 1000 kappaletta. Neu-
roverkko ennustaa siis vilin [1, 4] arvot. Kuvasta huomataan, ettd neuroverkko mallintaa
ODE:n ratkaisua huonosti, kun opetusdataa on annettu vain vililld [0, 1]. Neuroverkon en-

nustetta kokeiltiin parantaa syottimailld datapisteitd tiheimmin vililld [0, 1] ja lisddamalld
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hukkafunktion minimoimiseen kéytettdvien kierrosten mééraa, mutta ndilld ei ollut rat-

kaisuun juurikaan vaikutusta.

Kuvassa 4 oikealla opetusdata on annettu vililld [0, 2] ja datapisteitd on 1000 kappaletta.
Kuvasta huomataan, etti neuroverkko mallintaa ODE:n ratkaisua jo hyvin vililld [0, 2],
mutta neuroverkko ennustaa ratkaisua vililld [2, 4] vield melko huonosti. Myos tissi ta-
pauksessa neuroverkon ennustetta koitettiin parantaa syottamilld datapisteitid tihedmmin
vililld [0, 2] ja lisddmélld hukkafunktion minimoimiseen kiytettivien kierrosten méiras,

mutta tdssdkadn tapauksessa niilld ei ollut ratkaisuun juurikaan vaikutusta.

1 T T T 1 T T T
) Analytic A Analytic
\ — — — — Model — — — — Model
L 4
0.9 \ 09k |
\
0.8 1
0.8 1
0.7 1 \
\
> >0.7 \\ 8
0.6 1
\
\
A\ 0.6 1
05 AN
N
\\ \
0.4+ RN 057 N
0.3 ! ! ' 0.4 . : :
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X X

Kuva 4. Vasemmalla kuvassa on neuroverkon antama tulos katkoviivalla verrattuna analyyttiseen
ratkaisuun yhtendiselld viivalla, kun opetusdataa on annettu 1000 pistettd vililld [0, 1]. Oikealla
kuvassa on neuroverkon antama tulos katkoviivalla verrattuna analyyttiseen ratkaisuun yhtenii-
selld viivalla, kun opetusdataa on annettu 1000 pistetti vililli [0, 2]

Kuvassa 5 vasemmalla opetusdata on annettu vilillad [0, 3] ja datapisteitd on 1000 kappa-
letta. Kuvassa 5 oikealla opetusdata on annettu koko piirtovililld [0, 4] ja datapisteitd on
1000 kappaletta. Kuvista huomataan, ettd neuroverkko mallintaa molemmissa tapauksissa
analyyttiistd ratkaisua hyvin koko piirtovalilld [0, 4].
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1 T T T 1 T T T
N\ Analytic ' Analytic
— — — — Model \ — — — — Model
\
091 . 09F .
\
\

0.8r 1 0.8 1

>0.7r b >0.7 b
\
\
\

06 \ b 0.6 b

)\
\
\ \
0.5 — 05F — —
0-4 1 1 1 04 1 1 1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X X

Kuva 5. Vasemmalla kuvassa on neuroverkon antama tulos katkoviivalla verrattuna analyyttiseen
ratkaisuun yhtendiselld viivalla, kun opetusdataa on annettu 1000 pistetti vililld [0, 3]. Oikealla
kuvassa on neuroverkon antama tulos katkoviivalla verrattuna analyyttiseen ratkaisuun yhtenii-
selld viivalla, kun opetusdataa on annettu 1000 pistettd vililld [0, 4]

Hukkafunktion minimoimiseen kiytettiin oletuksena 15 kierrosta, joiden aikana toteu-
tettiin 150 iteraatiota kussakin tapauksessa. Kuvissa 6 ja 7 ndhdddn hukkafunktion arvo
iteraatioiden lukuméiirin funktiona eli ndhdiin kuinka nopeasti ja tarkasti hukkafunktion
minimikohta l6ydetidin. Kuvista ndhdddn myos minimointiin kulunut aika. Kuvassa 6 va-
semmalla ndhdddn hukkafunktion minimointi, kun opetusdata on annettu vililld [0, 1] ja
oikealla puolella, kun opetusdata on annettu vélilli [0, 2]. Kuvassa 7 taas vasemmalla puo-
lella ndhdién hukkafunktion minimointi, kun opetusdata on annettu vililli [0, 3] ja oikeal-
la puolella, kun opetusdata on annettu vililld [0, 4]. Kuvista huomataan, ettd hukkafunk-
tion minimikohta 16ydetéén ldhes yhti nopeasti ja 1ihes samalla tarkkuudella. Myoskiin

minimointiin kuluneet ajat eivit eroa merkittivésti toisistaan.

Kuvassa 8 vasemmalla nidhddidn ratkaisun virhe analyyttiseen ratkaisuun verrattuna, kun
opetusdataa on annettu vililld [0, 1]. Virhe on maksimissaan noin 0, 12 ja se on suurimmil-
laan kohdassa x = 4. Kuvassa 8 oikealla ndhdédén ratkaisun virhe analyyttiseen ratkaisuun

verrattuna, kun opetusdataa on annettu vililld [0, 2]. Virhe on maksimissaan noin 0, 06 ja
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Epoch: 15 of 15, Elapsed: 00:07.34 Epoch: 15 of 15, Elapsed: 00:06.94
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Kuva 6. Vasemmalla kuvassa ndhdddan hukkafunktion minimointi, kun opetusdataa on annettu
vililld [0, 1]. Oikealla kuvassa nihdédidn hukkafunktion minimointi, kun opetusdataa on annettu
valilli [0, 2].

se on suurimmillaan kohdassa x = 4

Kuvassa 9 vasemmalla nidhdéén ratkaisun virhe analyyttiseen ratkaisuun verrattuna, kun
opetusdataa on annettu vililld [0, 3]. Virhe on maksimissaan noin 0, 016 ja se on suurim-
millaan kohdassa noin z = 0. Kuvassa 9 oikealla ndhdéén ratkaisun virhe analyyttiseen
ratkaisuun verrattuna, kun opetusdataa on annettu vélilld [0, 4]. Virhe on maksimissaan

noin 0, 012 ja se on suurimmillaan noin kohdassa x = 0, 5.
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Epoch: 15 of 15, Elapsed: 00:06.66 Epoch: 15 of 15, Elapsed: 00:06.40
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Kuva 7. Vasemmalla kuvassa nidhdéddn hukkafunktion minimointi, kun opetusdata on annettu vi-

lill4 [0, 3]. Oikealla kuvassa nahdéan hukkafunktion minimointi, kun opetusdata on annettu vélilld
[0, 4].
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Kuva 8. Vasemmalla kuvassa on ratkaisun virhe verrattuna analyyttiseen ratkaisuun, kun opetus-
dataa on annettu vililli [0, 1]. Oikealla kuvassa on ratkaisun virhe verrattuna analyyttiseen ratkai-
suun, kun opetusdataa on annettu vililla [0, 2]
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Kuva 9. Vasemmalla kuvassa on ratkaisun virhe verrattuna analyyttiseen ratkaisuun, kun opetus-
dataa on annettu vililli [0, 3]. Oikealla kuvassa on ratkaisun virhe verrattuna analyyttiseen ratkai-
suun, kun opetusdataa on annettu vililla [0, 4]
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5 YHTEENVETO

Ty0ssd tutkittiin, miten neuroverkkoja voidaan hyddyntéé differentiaaliyhtiloiden ratkai-
semisessa. Esimerkkind ratkaistiin ensimmadisen kertaluvun ODE Matlab-ohjelmistolla.
Haivaittiin, ettd opetusdatapisteitd tulee antaa riittdvin isolta vililtd ja datapisteitd tulee
olla riittdvésti, jotta neuroverkon antama tulos on luotettava. Neuroverkon antama tulos
ei siis ole luotettava opetusdatan ulkopuolella ja tdlla menetelmilld virhettd 16ytyy myos
vililtd, jolla opetusdata on annettu. Neuroverkon antama ratkaisu toimii epdluotettavasti
opetusdatan ulkopuolella, koska menetelmélld ekstrapoloidaan derivaattaa. Liséksi neuro-
verkkoa opettaessa kiytetidin neuroverkon ennustamia arvoja ¥, sen sijaan, etti kdytettii-
siin differentiaaliyhtilon oikeita arvoja y. Hukkafunktion (23) termissi ||y} — f(z, ye) ||
kédytetddn neuroverkon ennustamia arvoja y, funktion f sisdlld sen sijaan, ettd kiytet-
tdisiin differentiaaliyhtélon oikeita arvoja y, minki takia neuroverkon antaman ratkaisun

derivaattaa verrataan approksimaatioon funktion derivaatasta eiki oikeaan derivaattaan.

Aikasemmassa tutkimuksessa on saatu tuloksia tehokkaammin ja paremmalla tarkkuu-
della. Artikkelissa [7] on kéytetty samanlaista neuroverkkoa eli MLP yhdelld piilokerrok-
sella, jossa on kymmenen piilokerroksen neuronia. Kuitenkin artikkelissa opetusdatapis-
teitd on kaytetty vain 10 kappaletta, kun taas tdssd tydssd opetusdatana kdytettiin 1000
opetusdatapistettid. Artikkelissa saadut tulokset ensimmdiisen kertaluvun ODE:n tapauk-
sessa olivat kuitenkin samaa tarkkuusluokkaa. Korkeamman kertaluvun ODE:n tapauk-
sessa tulokset olivat jopa tarkempia kuin tdssd tyossd saadut tulokset. Tama voisi selit-
tyd osittain silld, ettd artikkelissa kiytettiin hukkafunktion minimoimiseen tehokkaam-
paa quasi-Newton BFGS -menetelmii, kun taas tidssd tyossd hukkafunktio minimoitiin
SGDM-menetelmilld. Lisédksi artikkelissa virhe oli nolla vililld, jolla opetusdatapisteet
oli annettu, mutta tdssd tyossd virhe saattoi olla jopa maksimissaan vélilld, jolla opetus-

data oli annettu.

TyOssd kiytettyd menetelmédd ensimmadisen kertaluvun ODE:n ratkaisemiseksi voidaan
soveltaa myOs korkeamman kertaluvun ODE:n, PDE:n ja ODE-ryhmien ratkaisemiseen.
Jatkotutkimuksessa voitaisiinkin soveltaa menetelméi ndiden ongelmien ratkaisemiseen.
Lisidksi tehokkaampien ja tarkempien ratkaisujen saamiseksi differentiaaliyhtéloitd voi-

taisiin ratkaista neuroverkoille paremmin soveltuvassa ympéristossa.
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