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Värähtely on monissa rakenteissa esiintyvä ilmiö, jonka vaikutukset voivat olla rakenteelle 

kriittisiä. Siksi on tärkeää, että suunnittelija ymmärtää ilmiön ja osaa huomioida sen suun-

nittelutyössään. Tämän kandidaatintyön tavoitteena on suunnitella ja toteuttaa LUT yliopis-

ton Konedynamiikan laboratoriolle rakenne, jota voidaan käyttää värähtelyn demonstroimi-

seen ja apuna opetuksessa.  

Suunnittelutyö pitää sisällään tutkimusongelman, kuinka tarkasti rakenteen käyttäytyminen 

voidaan ennustaa ja ennakkoon suunnitella halutun kaltaiseksi. Tähän pyritään vastamaan 

käyttämällä kahta erilaista menetelmää. Ensin matemaattista, järjestelmän yhtälöiden muo-

dostamiseen ja ratkaisemiseen perustuvaa mallia, ja toiseksi rakenteen digitaalisen vastakap-

paleen luomista ja sen käyttäytymisen simuloimista moodianalyysilla. 

Käytettyjen metodien tarkkuutta verrataan työn aikana kasattuun fyysiseen malliin ja pohdi-

taan, onnistuiko niiden ennustaa rakenteen käyttäytyminen. Myös mahdollisia virheiden läh-

teitä ja parannuksia pohditaan. 
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Vibration is a phenomenon present in a wide range of structures, in which it may have det-

rimental effects on. It is thus important that a designer understands the phenomenon and 

counts for it in his/her work. The goal of this bachelor’s thesis is to design and build a model 

for the machine dynamics lab of LUT university, which can be used as a demonstration piece 

for vibrations, and as an aid in teaching.  

The research problem builds around the question of how precisely the behaviour of the final 

model can be predicted beforehand, and to be designed to be as desired. To achieve an an-

swer, two different methods are used. First a mathematical model, in which system is de-

scribed as equations that are formulated and solved, and next by making a digital model of 

the structure and performing a simulation of modal analysis on it. 

The results of these methods are then compared to the actual structure that is being build 

during the research and there is discuss about if they managed to predict the behaviour ac-

curately. At the end there is also a review about possible mistakes and room for improve-

ment. 
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1  Johdanto 

Värähtely on rakenteissa esiintyvä ilmiö, joka tulee ottaa huomioon niiden suunnittelussa. 

Se voi aiheutua monista erilaisista ulkoisista herätteistä, kuten pyörivistä koneista, luonnon-

ilmiöistä kuten tuulesta, tai liikkuvista ajoneuvoista. Värähtelyn vaikutukset ovat vähimmil-

lään lähes huomaamattomia tai merkityksettömiä, esimerkkinä pieni liike tai ääni. Pahim-

massa tapauksessa värähtelyn vaikutukset voivat kuitenkin aiheuttaa vaaratilanteita. Ei-ha-

luttu värähtely saattaa aiheuttaa mm. väsymistä rakenteissa, joka voi johtaa vaurioiden vä-

hittäisen syntymiseen ajan myötä, jonka lisäksi myös paljon nopeammat sortumat ovat mah-

dollisia (Luintel, 2024).  

Jokaisella rakenteella on yksi tai useampi taajuus, joilla värähtely ja sen vaikutukset ovat 

erityisen merkittäviä. Näistä taajuuksista puhutaan ominaistaajuuksina. Ne ovat jokaiselle 

kappaleelle omakohtaisia ja perustuvat niiden fyysisiin ominaisuuksiin. Ominaistaajuuksiin 

liittyy tietyn taajuuden lisäksi myös aina tietynlaiset värähtelyn ominaismuodot. (Luintel, 

2024). Ominaistaajuudella värähtelyn amplitudit, liikkeen äärirajat, ovat huomattavasti suu-

rempia, mikä korostaa edellä mainittuja vaikutuksia. 

On siis tärkeää, että suunnittelija ymmärtää värähtelyn olemassaolon ja osaa minimoida sen 

vaikutukset rakenteiden suunnittelussa, tai suunnitella rakenteet kestämään se halutulla ta-

valla. Erityisesti ominaistaajuuksien tunnistaminen ja niiden aiheuttamien vaikutusten mini-

mointi on tärkeää. Edellä mainittuja asioita opetetaan yliopistossa, jossa opetuksessa käy-

dään läpi aiheeseen liittyvää teoriaa ja laskentaa. Teoriapuolen lisäksi opetus hyötyisi visu-

aalisesta demonstraatiovälineestä, jolla voidaan tutkia, miten värähtely esiintyy rakenteissa 

ja miten se vaikuttaa niihin. Tämä voisi toimia tukena muulle opetukselle ja auttaa ilmiön 

ymmärtämisessä ja siitä oppimisessa. 

Tämän kandidaatin työn tarkoituksena on suunnitella ja toteuttaa rakenne, jota voidaan käyt-

tää apuvälineenä opetus- ja demonstraatiokäytössä. Keskeisenä tutkimusongelmana on tut-

kia ja vertailla miten luotettavasti eri menetelmillä pystytään ennustaman rakenteen käyttäy-

tymistä ja suunnittelemaan se halutun kaltaiseksi. Lisäksi mallin pitää olla helppokäyttöinen 

ja sen tulisi pystyä selvästi esittämään ominaistaajuuksien vaikutukset. Suunnittelussa ra-

kenteesta tullaan tekemään matemaattinen malli, jolla ennustetaan fyysisen rakenteen 
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käyttäytymistä ja suunnitellaan sen ominaisuudet halutun mukaisiksi. Matemaattisen mallin 

ja muiden rakenteen suunnitteluun liittyvien ratkaisujen pohjalta mallista tehdään sekä digi-

taalinen että fyysinen malli. Lopuksi vertaillaan mallien keskinäistä käyttäytymistä ja mui-

den suunnittelukriteerien täyttymistä, joista voidaan tulkita, onnistuiko työ tavoitteessaan. 
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2  Menetelmät 

Rakenteen suunnittelussa ja sen värähtelyjen teoreettisessa tutkimisessa käytetään kahta pää-

asiallista menetelmää. Pohjana toimii värähtelyn teoriasta johdettu matemaattinen malli, 

jolla rakenteen työn kannalta tärkeimmät ominaisuudet ensin suunnitellaan. Valmiiden las-

kelmien pohjalta luodaan rakenteesta digitaalinen malli, jonka suunnittelussa huomioidaan 

rakenteen muut tarvittavat ominaisuudet ja osat, jotka lisätään osaksi sitä. Valmiin mallin 

käyttäytymisestä tehdään simulaatio siihen soveltuvalla tietokoneohjelmalla, josta saaduilla 

tuloksilla pyritään varmentamaan matemaattisten tulosten paikkansapitävyys. Valmiille fyy-

siselle rakenteelle suoritetaan mittauksia ja tutkitaan miten tulokset vertautuvat ennustettui-

hin arvoihin. 

2.1  Värähtelyteoriaa yleisesti 

Värähtely on kappaleen tai rakenteen liikkeettä, jossa se liikkuu edestakaisin tasapainoase-

mansa ympärillä. Yksinkertaisen, vaimentamattomasti värähtelevän systeemin kaksi keskei-

sintä ominaisuutta ovat sen massa ja jäykkyys. (Luintel, 2024). Tällainen systeemi voidaan 

esittää kaikista yksinkertaisimmin perinteisen jousi-massa-järjestelmän avulla (Kuva 1.). 

Kun ulkoinen voima asettaa järjestelmän pois tasapainoasemastaan, varastoituu jouseen ta-

sapainon poikkeamaan suoraan verrannollinen energia. Jousi kohdistaa massaan voiman, 

joka pyrkii palauttamaan systeemin alkuperäiseen tilaansa. Ulkoisen voiman vaikutuksen 

lakattua tai heikentyessä systeemi alkaa liikkumaan takaisin tasapainotilaansa, mutta massan 

inertian takia se siirtyy yli tasapainopisteensä ja jatkaa liikettään. Jouseen varastoituu taas 

energiaa, joka pyrkii palauttamaan tasapainotilan. Sen seurauksena massan nopeus hidastuu, 

lopulta pysähtyen ja vaihtaen suuntaansa. 
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Kuva 1. Esimerkin yksinkertaistetussa järjestelmässä massa liikkuu häviöttömästi yhdessä 

ulottuvuudessa. 

 

Ilman vastusvoimia, kuten kitkaa ja ilmanvastusta, tämä liikkeiden sarja jatkuisi samalla 

amplitudilla loputtomasti. Kitka vaikuttaa rakenteessa niin liikkuvien osien välillä, kuin ma-

teriaalin sisälläkin. Materiaalin sisäinen kitka syntyy sen sisällä tapahtuvista jännitysten uu-

delleen jakautumisista ja raerajojen pinnoissa tapahtuvasta liikkeestä (Blanter et al., 2007). 

Tosielämässä rakenteen värähtelyt vaimenevat ilman jatkuvaa ulkoista herätettä. 

Tämän työn matemaattisessa osuudessa värähtelyä käsitellään vaimentumattomana vapaana 

värähtelynä, mikä tarkoittaa, ettei järjestelmä saa jatkuvaa ulkoista herätettä eikä sen väräh-

telyä vaimenna mikään ulkoinen voima. Tosiasiassa rakenteen värähtely tulee vaimenemaan 

ajan kuluessa alkuperäisen herätteen lakattua, mutta vaimentavien voimien vaikutusten ole-

tetaan suunnitellussa mittakaavassa ja -taajuuksilla olevan tarpeeksi merkityksettömiä, ja 

hankalasti arvioitavia, joten niitä ei ole tarpeellista ottaa huomioon.  

 

2.2  Matemaattinen suunnittelu 

Työssä suunniteltava rakenne on teoreettiselta periaatteeltaan samanlainen kuin edellisessä 

alaluvussa esitetty yksinkertainen jousi-massa-mekanismi (Kuva 1.), mutta siihen kuuluvien 

massojen ja jousin määrä on suurempi ja niiden keskinäiset suhteet monimutkikkaammat 

(Kuva 2.).  
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Kuva 2. Kuvan mukaisessa yhden ulottuvuuden tapauksessa määrää massojen määrä systee-

min vapausasteen. 

 

Yksinkertaista, yksimassaista jousi-massa-järjestelmää voidaan kutsua niin sanotuksi ”yh-

den vapausasteen järjestelmäksi”. Tämä tarkoittaa sitä, että järjestelmä voi liikkua vain yh-

dessä ulottuvuudessa ja yhdellä tunnetulla paikan suureella voidaan määrittää sen senhetki-

nen tila kokonaisuudessaan. Vapausasteiden määrään vaikuttaa järjestelmään kuuluvien 

kappaleiden määrä sekä akselien määrä, joiden suuntaisesti ne pystyvät liikkumaan tai kään-

tymään toisistaan riippumatta. Työssä suunniteltava rakenne tulee olemaan kolmen vapaus-

asteen järjestelmä. Siinä kolme massaa liikkuu toisiinsa nähden jotakuinkin vaakatasossa, 

kytkettynä toisiinsa jousilla. 

 

2.2.1  Jousien matemaattinen malli 

Suunniteltava rakenne tulee olemaan tornimainen rakennelma, jossa massat sijaitsevat tois-

tensa päällä kerroksissa. Niiden välissä tulee perinteisten jousien sijaan olemaan ohuet me-

talliset tukipalkit. Tätä rakennetta voidaan käsitellä samalla tavalla kuin kuvassa 2 esitettyä 

systeemiä. Metallipylväille voidaan laskea jousivakio esimerkiksi niiden siirtymiä kuvaa-

vista yhtälöistä (Kuva 3.), joita löytyy mm. teoksesta Lujuusopin Perusteet (Pennala, 2002). 

Kirjan taulukosta valitaan tapauksen 31 mukainen yhtälö.  
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Kuva 3. Tapausta 31 vastaavassa tilanteessa palkki on toisesta päästään jäykästi tuettu ja sen 

vapaa pää liikkuu voiman F vaikutuksesta siirtymän v (Pennala, 2002). 

 

Taulukosta saatavasta yhtälöstä saadaan johdettua vastaavanlaisien palkkien jousivakio. 

Tarkempi johtaminen on esitetty liitteessä 1. 

 
𝑣 =

𝐹𝑙3

12𝐸𝐼
 

(1) 

 

 
𝑘 =

12𝐸𝐼

𝑙3
 

 

(2) 

Jossa k on jousivakio [N/m], l palkin pituus [m], E materiaalin kimmomoduuli [Pa] ja I pro-

fiilin jäyhyysmomentti [m4]. 

Kaava 1 on alkuperäinen Pennalan yhtälö, josta johdetussa kaavassa 2 k viittaa yksittäisen 

jousen jousivakioon. Kerrosten välillä tulee olemaan useita jousia, ja yhden tällaisen välin 

palkkien yhteinen jousivakio voidaan yksinkertaistamalla esittää yksittäisen jousen jousiva-

kion monikertana, joka on palkkien lukumäärä välikössä. 

 

2.2.2  Järjestelmän matemaattinen malli 

Kun rakenteen massat ja jousivakiot ovat tiedossa, voidaan siitä muodostaa matemaattinen 

yhtälö, joka kuvaa järjestelmään vaikuttavia ja sen sisäisiä voimia. Siitä voidaan ratkaista 
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halutut suureet, työn kannalta erityisesti ominaistaajuudet. Yhtälö kuvaa vapaasti värähtele-

vää, vaimentamatonta järjestelmää (Thomsen, 2021). Se perustuu Newtonin toiseen lakiin 

ja sen tarkempi johtaminen on esitetty liitteessä 2. 

 𝐌𝐱̈ + 𝐊𝐱 = 0 

 

(3) 

Jossa M on järjestelmän massamatriisi, ẍ kiihtyvyysvektori, K jäykkyysmatriisi ja x paikka-

vektori. 

Massamatriisi M sisältää järjestelmän sisäiset erilliset massat ja järjestelmän vapausaste 

määrää sen koon. Selvennykset massoille ja jousivakioille ovat esitettynä kuvassa 4. 

 
𝐌 = [

𝑚1 0 0
0 𝑚2 0
0 0 𝑚3

] 

 

(4) 

Jossa m1, m2 ja m3 ovat rakenteen massat. 

 

 

Kuva 4. Oikealla puolella kuvan 2 mukainen esitys vasemmanpuoleisesta, todellisesta ra-

kenteesta. 
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Jäykkyysmatriisi K käsittää edellä johdetut jousivakiot massojen välillä. Värähtelyn aikana 

jouset kohdistavat massoihin sekä niiden liikkeen suuntaisia että vastakkaisia voimia. Mie-

livaltaiseen suuntaan liikkuva massa pyrkii taivuttamaan siihen kytkettyjä palkkeja samaan 

suuntaan, mutta toisaalta samaan suuntaan liikkuva viereinen massa pyrkii myös siirtämään 

palkkia suuntaansa, joka muuttaa sen jousivoiman vaikutusta ensimmäiseen massaan. Nämä 

suhteet on määritelty jäykkyysmatriisissa. 

 
𝐊 = [

𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2 0
−𝑘2 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘3
0 −𝑘3 𝑘3

] 

 

(5) 

 

Jossa k1, k2 ja k3 ovat kerrosten välisten palkkien yhteisvaikutusta kuvaavat jousivakiot. 

Koska järjestelmä ei saa jatkuvaa ulkopuolista herätettä, on siihen ulkoa kohdistuvien voi-

mien summa nolla. Avatut suureet massoille ja jäykkyydelle voidaan sijoittaa alkuperäiseen 

yhtälöön. 

 
[
𝑚1 0 0
0 𝑚2 0
0 0 𝑚3

] ẍ + [
𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2 0
−𝑘2 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘3
0 −𝑘3 𝑘3

] x = 0 

 

(6) 

Lisäksi yhtälössä esiintyvät paikkavektori x ja sen kaksoisderivaatta, kiihtyvyys 𝑥̈, jotka ku-

vaavat järjestelmän tilaa tiettynä hetkenä. Ne voidaan vaimentamattomassa värähtelyssä 

esittää harmonisesti ajan funktiona (Thomsen, 2021). Sijoituksen tekemällä voidaan yhtälö 

johtaa sen lopulliseen muotoon (Liite 3.), josta saadaan ratkaistua työn kannalta keskeiset 

suureet. 

 

 
[
𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2 0
−𝑘2 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘3
0 −𝑘3 𝑘3

] − [
𝑚1 0 0
0 𝑚2 0
0 0 𝑚3

]𝜔2 = 0 

 

(7) 

Jossa 𝜔 on vaimentamattoman värähtelyn ominaistaajuus. 

Yhtälöstä sieventyvässä matriisissa on muuttujana ominaistaajuudet. Triviaalilla vastauk-

sella taajuus olisi nolla, mutta matriisin determinantin ratkaisemalla saadaan ratkaistua myös 

kolme järjestelmän todellista ominaistaajuutta. Ratkaisu suoritettiin laskentaohjelmalla, 
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syöttämällä yhtälön 7 determinantti nollaksi ja käyttämällä yhtälön ratkaisuun soveltuvaa 

solve-komentoa. 

Toinen yhtälöstä 7 selvitettävä, suunnittelun kannalta kiinnostava asia, on massojen keski-

näiset suhteelliset siirtymät ominaistaajuuksilla värähtelyn aikana. Yhtälöstä pois supistetut 

amplitudit (liite 3.) voidaan esittää vektorina alkuperäisen yhtälön perässä. 

 

 
|[
𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2 0
−𝑘2 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘3
0 −𝑘3 𝑘3

] − [
𝑚1 0 0
0 𝑚2 0
0 0 𝑚3

]𝜔2| [
𝑋1
𝑋2
𝑋3

] = 0 

 

(8) 

Jossa 𝑋1, 𝑋2 ja 𝑋3 ovat vastaavien massojen siirtymät. 

Tiettyä ominaistaajuutta vastaavat massojen siirtymien keskinäiset suhteet voidaan ratkaista 

sijoittamalla kyseinen ominaistaajuus yhtälöön (Den Hartog, 1985). Käsitys niiden siirty-

mistä saadaan antamalle yhdelle niistä mielivaltainen arvo. Tämä auttaa hahmottamaan ra-

kenteen tulevaa käyttäytymistä eri ominaistaajuuksilla tapahtuvissa värähtelyissä. 

 

2.3  Tietokoneellinen mallinnus 

Edellisessä alaluvussa esitettyjen laskelmien varmentamiseksi, sekä rakenteen suunnittelun 

helpottamiseksi, luodaan siitä CAD-ohjelmalla (Computer-Aided Design) kolmiulotteinen 

malli. Tähän malliin suunnitellaan rakenteen eri osat yksityiskohtaisesti, joiden pohjalta fyy-

siset osat on tarkoitus valmistaa. Lähtöarvot kriittisille mitoille, kuten jousien pituudet ja 

massojen koot saadaan edellä esitetyistä yhtälöistä, sekä käytettävissä olevien materiaaliaihi-

oiden mitoista. Ohjelmassa voi myös kokeilla osien yhteensopivuutta ja muutoksien tekemi-

nen on suhteellisen helppoa. Suurin hyöty 3D-mallista on kuitenkin se, että sitä voidaan 

käyttää edellisessä alaluvussa johdettujen suureiden ratkaisemiseen ja laskuista saatujen tu-

losten tarkistamiseen erillisessä simulaatio-ohjelmassa, jossa sille suoritetaan FEA-menetel-

mään (Finite Element Analysis) perustuva moodianalyysi. 

FEA-menetelmässä haluttu kappale tai rakenne muunnetaan äärelliseksi joukoksi pienempiä 

elementtejä, jotka ovat liittyneenä toisiinsa solmujen kautta. Kappaleeseen vaikuttavat 
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voimat kulkevat solmujen kautta koko kappaleessa. Voimien, sekä rakenteen materiaaliin ja 

elementtien geometriaan perustuvien ominaisuuksien pohjalta luodaan koko rakenteen kat-

tava matemaattinen malli, jonka numeerisesti ratkaisemalla saadaan likiarvoinen vastaus 

mm. rakenteeseen vaikuttavien voimien aiheuttamista siirtymistä. (Yongtao, 2022). 

FEA-menetelmään pohjautuva moodianalyysi suoritetaan ohjelmassa, jolla voidaan simu-

loida ja ratkaista rakenteen ominaistaajuudet ja niitä vastaavat muodonmuutokset. Ennen 

analyysia määritellään lähtöparametrit, kuten materiaalit, rakenteen tuenta ja FE-analyysissä 

käytettävien elementtien koko ja sommittelu.  

 

2.4  Mittausjärjestelyt 

Yleisimmät mitattavat suureet värähtelyyn liittyvissä mittauksissa ovat kappaleen paikka, 

nopeus ja kiihtyvyys. Jokaista näistä suureista voidaan mitata monella eri tavalla. Esimer-

kiksi paikan mittaamiseen voidaan käyttää mm. sähköisiä pyörrevirta- tai kapasitiivisia sen-

soreita, tai valon heijastumiseen perustuvia sensoreita. Näillä laitteilla saadaan liikkeen amp-

litudit mitattua. Nopeutta voidaan mitata mm. sähkömagnetismiin perustuvilla mittalait-

teilla, jotka mittaavat kappaleen liikkeen aiheuttamia muutoksia sensorin magneettivuossa. 

Myös nopeuden mittauksessa voidaan hyödyntää valoon perustuvia ratkaisuja. Kiihtyvyys-

mittauksissa kaikista yleisimmin käytetty anturityyppi on pietsosähköisyyteen perustuvat 

kiihtyvyysanturit. Niiden pietsosähköinen elementti tuottaa heikon varauksen, kun siihen 

kohdistuu kiihtyvässä liikkeessä olevan massan voima. (Sujatha, 2023). 
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3  Tulokset 

Edellisessä osiossa käsitellyillä menetelmillä laskettiin tai mitattiin rakenteen kolme ensim-

mäistä ominaistaajuutta, jonka lisäksi matemaattisella menetelmällä ja simulaatiolla ennus-

tettiin rakenteen ominaismuotojen käyttäytyminen ominaistaajuisessa värähtelyssä. Aluksi 

matemaattiset laskut antoivat suuntaa antavia arvoja, joiden pohjalta rakennetta alettiin val-

mistamaan. Kuitenkin mitat muuttuivat hieman itse rakennusvaiheen aikana, ja uudet lähtö-

arvot päivitettiin myös laskentakaavoihin ja simulaatioon. (Taulukko 1.). 

 

Taulukko 1. Keskeisimmät rakenteen osien ominaisuudet laskennan ja simulaation kannalta. 

Lyhenne Ominaisuus Arvo ja suure Lähde 

m1 Massan 1 paino 2.225 kg  

m2 Massan 2 paino 2.233 kg  

m3 Massan 3 paino 2.231 kg  

m_l Lattaraudan massa 0.04 kg  

m_p Pultin massa 0.01 kg  

l1 Jousen 1 pituus 0.325  

l2 Jousen 2 pituus 0.305  

l3 Jousen 3 pituus 0.305  

Erak Rakenneteräksen kimmomoduuli 210 MPa (Eurocode 

Applied, 

2005) 

Eruost Ruostumattoman teräksen kimmomoduuli 215 MPa (Virgamet, 

2025) 

𝜌rak Rakenneteräksen tiheys 7850 kg/m^3 (Eurocode 

Applied, 

2005) 

𝜌ruost Ruostumattoman teräksen tiheys 7750 kg/m^3 (Funsun 

Special 

Steel, 2022) 
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Suunnitteluvaiheen aikana tehtiin joitakin yksinkertaistuksia ja oletuksia, jotka helpottivat 

laskentaa ja mallintamista. Lähtökohtana näiden yksinkertaistuksien pohjalla on kuitenkin 

se, että niiden oletetaan olevan tarpeeksi vähäpätöisiä vaikuttaakseen merkittävästi työn tu-

loksiin. Mahdollisia vaikutuksia pohditaan työn analyysiosiossa. 

 

3.1  Matemaattisen mallin tulokset 

Työn laskennallinen osio toteutettiin Matlab-ohjelmalla, jolla kirjoitettiin koodi suoritta-

maan teoriaosuudessa esitetyt laskutoimitukset. Ohjelma koostui kolmesta pääosasta; alku-

arvojen määrittely ja ominaistaajuuksien ratkaiseminen (Liite 4.A), sekä ominaistaajuuksia 

vastaavien massojen suhteellisten siirtymien ratkaisut (Liite 4.B). Saadut tulokset ominais-

taajuuksille on esitetty taulukossa 2. 

 

Taulukko 2. Matlab-ohjelmalla lasketut ominaistaajuudet. 

Ominaistaajuuden järjestysluku Ominaistaajuus, Hz 

1. 1.515 

2. 4.346 

3. 6.423 

 

Ominaistaajuuksia vastaavat siirtymät on ratkaistu suhteellisesti, eli niiden keskinäinen käyt-

täytyminen on ratkaistu ja visualisoitu (Kuva 5.). Kuvassa siirtymät piirrettiin liioitellusti 

visualisoinnin helpottamiseksi ja siitä nähdään, että jokaisella ominaistaajuudella massat 

käyttäytyvät toisiinsa nähden eri tavalla, antaen ominaistaajuutta vastaavaan ominaismuo-

don. 
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Kuva 5. Keltainen katkoviiva kuvastaa pystysuoraa linjaa ja siniset viivat massojen välisten 

palkkien siirtymiä. 

 

Matemaattisessa mallissa oletettiin rakenteen koko massan keskittyvän sen pääasiallisiin 

massapaloihin ja niiden väliin jäävien jousien massat jätettiin huomioimatta. Niiden paino 

on massapalikoihin verrattuna suhteellisen pieni ja niiden huomioimatta jättäminen pienensi 

järjestelmän vapausastetta, näin yksinkertaistaen sen kuvaamiseen tarvittavia yhtälöitä. Jou-

sien tuentojen oletettiin olevan myös täysin jäykkiä, jolloin niiden jousivakion laskemiseen 

voitiin soveltaa Pennalan laskukaavaa. Todellisuudessa jousien kiinnitysratkaisu ei täysin 

vastaa jäykkää tuentaa, mutta tuen muodonmuutosten oletettiin olevan erittäin pieniä. Mate-

maattisesta mallista puuttuu myös vaimennusta kuvaavat suureet, sillä materiaalin sisäisen 

kitkan ja muiden vastusvoimien laskeminen olisi ollut työn laajuuden kannalta turhan työ-

lästä. 
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3.2  Simulaatiomallin tulokset  

Digitaalinen malli rakenteesta tehtiin Onshape-mallinnusohjelmalla. Mallin suunnittelun 

pohjana toimivat sekä Matlab-koodista saadut arvot, että käytössä olevien materiaaliaihioi-

den ja osien ominaiset mitat. Kasattu malli vietiin seuraavaksi itse varsinaiseen simulaatio-

ohjelmaan. Simulaatioon käytettiin Ansys-ohjelmaa (Kuva 6.), jolla voi tehdä lukuisia eri-

laisia simulaatiota, mukaan lukien moodianalyysin.  

 

Kuva 6. Rakenteen FE-malli Ansys-ohjelmassa, jossa on 13108 elementtiä ja niiden välillä 

44505 solmua. 

 

Ennen analyysia rakenteelle piti vielä tehdä muutamia toimenpiteitä simulaatio-ohjelmassa. 

Sen massoille ja palkeille määritettiin taulukossa 1 esitettyjen materiaalien ominaisuudet, 

palkkien ollessa ruostumatonta terästä ja massojen rakenneterästä. Sen nurkissa olevat kiin-

nityspisteet määriteltiin liikkumattomiksi. FE-analyysia varten rakenteesta luotiin elemen-

teistä koostuva malli. Ohjelma suoritti elementtien luonnin muuten automaattisesti, mutta 
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palkkien, tärkeimpien elementtien, skaalaus tehtiin käsin tarkemman tuloksen saamiseksi. 

Simulaation tuloksena saatiin mallin kolme ensimmäistä ominaistaajuutta (Taulukko 3.) ja 

niitä vastaavat siirtymät (Kuva 7.). 

Myös simulaatiossa tehtiin joitakin yksinkertaistuksia. Ansys-simulaatiossa osat liitetään 

toisiinsa liimausta vastaavalla liitäntätavalla, joka tarkoittaa, että osat ovat kiinteästi toisis-

saan kiinni koko yhteisellä kosketuspinta-alallaan. Oikeasti useimpia osia pitää paikallaan 

puristuksesta syntyvä kitka, joka voi mahdollistaa liikettä, erityisesti kosketustasoa kohti-

suoran akselin ympäri.  

 

Taulukko 3. Ansys-ohjelmalla lasketut ominaistaajuudet. 

Ominaistaajuuden järjestysluku Ominaistaajuus, Hz 

1. 1.457 

2. 4.222 

3. 6.294 

 

Ohjelmalla voitaisiin simuloida rakenteen käyttäytymistä hyvin korkeille taajuuksille asti, 

mutta tässä työssä taajuuksien etsintä rajoitettiin 50 Hertsiin, sillä matalat taajuudet ovat 

helpompia saavuttaa käytännön kokeissa, mikä tekee niiden tutkimisesta myös simulaatiossa 

merkityksellisempää. 

 

Kuva 7. Simuloiduissa tuloksissa ei ollut havaittavissa merkittävää kuvaan nähden syvyys-

suuntaista liikettä. 
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Simulaation tuloksista nähdään mallin käyttäytyminen kolmiulotteisessa tilassa. Tutkituilla 

ominaistaajuuksilla muiden suuntien siirtymät olivat kuitenkin niin vähäpätöisiä, ettei niillä 

oletettu olevan merkittävää vaikutusta lopputuloksiin, ja tuloksissa onkin esitetty vain ma-

temaattisen mallin kanssa yhtenevät siirtymät. 

 

3.3  Mittaustulokset 

Lopullinen rakenne kasattiin 3D-mallin pohjalta. Massoina käytettiin rakenneteräsprofiilista 

leikattuja palikoita ja jousina/palkkeina ruostumattomasta teräksestä valmistettuja viivoitti-

mia. Pohjalevy tehtiin koneellisesti leikatusta pellistä, joka taitettiin lopulliseen muotoonsa. 

Rakenteen mittauksissa torni kiinnitettiin sen pohjalevyn kulmista kiinni testipenkkiin simu-

laatiota vastaavalla tavalla (Kuva 8.), ja sen keskimmäiseen massaan kiinnitettiin kiihty-

vyysanturi (Liite 6.). Rakenteelle annettiin useita yksittäisiä herätteitä käyttäen voima-antu-

rilla varustettua vasaraa. Iskut kohdistettiin samaan massapalaan, johon anturi on kiinnitetty. 

 

Kuva 8. Anturin kiinnityskohta ympäröity punaisella. Alareunassa herätteiden antoon käy-

tetty vasara ja oskilloskooppi. 
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Rakenteen vastetta annettuihin herätteisiin mitattiin kiihtyvyysanturilla, jonka jälkeen isku-

jen impulsseja ja rakenteen vastetta seurattiin oskilloskoopilla. Tuloksista muodostettiin taa-

juusvasteen kuvaaja. Taajuusvaste on annetun herätteen taajuuden ja järjestelmän vasteen 

suhde, ja sen kuvaajasta voidaan selvittää kuinka voimakkaasti järjestelmä reagoi tietyn taa-

juiseen herätteeseen (Zhi-Fang & Jimin, 2001). Taajuusvasteesta piirrettiin Matlab-ohjel-

malla kuvaaja (Kuva 9.) ja keskeisimmät tulokset on esitetty taulukossa 4. 

Kuva 9. Sininen käyrä ilmoittaa taajuutta vastaavan järjestelmän vasteen voimakkuuden ja 

oranssi kuvaaja mittaussignaalien koherenssin. 

 

Taulukko 4. Mittauksilla saadut ominaistaajuudet. 

Ominaistaajuuden järjestysluku Ominaistaajuus, Hz 

1. 1.458 

2. 4.167 

3. 6.667 

 

Taajuusvasteen kuvaajasta on erotettavissa huippukohtia lähellä muilla menetelmillä lasket-

tuja ominaistaajuuksia. Kuvaajasta saadut huippukohtien arvot on esitetty taulukossa 4. Taa-

juusvasteen lisäksi samaan kuvaajaan piirrettiin koherenssin kuvaaja, joka kertoo kuinka he-

räte- ja vastesignaali korreloivat keskenään.  
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4  Analyysi 

Työn yhtenä tarkoituksena oli tutkia, kuinka tarkasti valituilla menetelmillä voidaan ennak-

koon suunnitella ja ennustaa fyysisen rakenteen käyttäytyminen. Saatujen tulosten eroavai-

suudet on esitetty taulukossa 5, jossa laskennallisen menetelmän ja simulaation tuloksia on 

verrattu mittaustuloksiin. Tuloksista huomataan, että molemmat menetelmät onnistuivat 

suhteellisen tarkasti ennustamaan ominaistaajuudet. 

 

Taulukko 5. Laskennallisen- ja simulaatiomenetelmän tulosten prosentuaalinen ero mittaus-

tuloksiin. 

Ominaistaajuuden jär-

jestysluku 

 

1. 

 

2. 

 

3. 

Laskennallisten tulosten 

heitto, % 

 

3.9 

 

4.3 

 

  -3.7 

Simulaation tulosten 

heitto, % 

 

-0.1 

 

1.3 

 

-5.6 

 

Laskennallisella menetelmällä saadut kaksi ensimmäistä ominaistaajuutta ovat hieman to-

dellisia korkeammat, joka voi mm. liittyä tehtyyn yksinkertaistukseen, jossa viivaimien mas-

sat jätettiin huomioimatta. Yleistetysti voidaan todeta, että järjestelmän massan kasvaessa 

sen ominaistaajuus madaltuu, ja toisin päin. Tämän vuoksi kävisi järkeen, että saadut taajuu-

det ovat nimenomaan todellisia korkeampia.  

Kuitenkin korkein ominaistaajuus jää todellisuudessa matalammaksi kuin on ennustettu. 

Mittausdatan koherenssi on kahden ensimmäisen ominaistaajuuden kohdalla heikompi kuin 

kolmannessa ominaistaajuudessa ja voikin olla, että se on lähinnä todellisuutta oleva arvo ja 

alemmat taajuudet vääristyvät heikommasta koherenssista. Laskennallisen menetelmän 

osalta voidaan kuitenkin todeta, etteivät tehdyt yksinkertaistukset tai heikompi koherenssi 

merkittävästi vaikuttaneet siihen, että lasketut taajuudet eroaisivat todellisista.  

Simulaatiossa eri ominaistaajuuksien ennusteiden ja todellisten arvojen välillä oli keskenään 

merkittäviä eroja. Ensimmäinen ominaistaajuus onnistuttiin laskemaan erittäin tarkasti, kun 
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taas viimeisen kohdalla eroavaisuus on yli viisi prosenttia. Pientä eroa tulosten välillä voi 

selittää mm. se, että digitaalinen malli on pystytty hyvin tarkasti määrittelemään ja kasaa-

maan mallinnusohjelmassa, kun taas oikeassa elämässä massojen välillä oli hyvin pieniä 

eroja, ja rakenteiden mitat saattavat erota muutaman millimetrin toleranssilla. Myös FE-ana-

lyysissa käytettyjen elementtien määrä vaikuttaa tulokseen. Pienempi elementtien koko ja 

suurempi määrä antaa yleensä tarkemman tuloksen, joskin sekin on likiarvoinen. Pienestä 

heitosta huolimatta voidaan todeta, että myös simulaatio onnistui ennustamaan rakenteen 

käyttäytymisen kohtuullisen tarkasti. 

Ansys-ohjelmalla ennakkoon tehty simulaatio rakenteen käyttäytymisestä auttoi myös suun-

nittelutyötä. Simulaatio tarjosi tietoa ei-toivotusta käyttäytymisestä, kuten alustan joustami-

sesta, jota ei muuten olisi otettu huomioon. Tällaista käyttäytymistä havaittaessa oli digitaa-

lista mallia suhteellisen helppo muuttaa ja tutkia, miten nämä muutokset vaikuttivat raken-

teen käyttäytymiseen. Tämä helpotti fyysistä rakennusvaihetta, jolloin muutoksien tekemi-

nen rakenteeseen olisi ollut huomattavasti työläämpää.  

Laskennallisessa menetelmässä ja simulaatiossa tehtyjen yksinkertaistusten lisäksi myös itse 

mitta-anturi saattaa hieman vääristää tuloksia. Yleisesti ottaen kiihtyvyysanturien tarkin mit-

tausalue on hyvin matalien ja erittäin korkeiden taajuuksien välissä (Tianqiong et al., 2023). 

Kuitenkin käytetyn anturin datalehdessä ilmoitetaan sen pystyvän mittamaan alle hertsin taa-

juisia värähtelyjä, ja kuvassa 9 nähty koherenssin vaihtelu ei tunnu olevan pelkästään alim-

milla taajuuksilla esiintyvää, vaan vaihtelee selvästi heikompien ja vahvempien mittausalu-

eiden mukaan koko yli kuuden kilohertsin käytetyllä mittausalueella. On siis mahdollista, 

että anturi tuottaa hieman epätarkkuutta saatuihin tuloksiin, mutta tämän kiihtyvyysantu-

reille tyypillisen ilmiön vaikutukset mittaustuloksiin voidaan olettaa suhteellisen merkityk-

settömäksi. 

Ominaistaajuuksien lisäksi niihin liittyvät siirtymät olivat sekä laskennallisesti että simulaa-

tiolla ennustettuna samankaltaiset. Massojen keskinäiset siirtymät ja tornin koko muoto oli-

vat tietyllä ominaistaajuudella aina vastaavanlaiset. Myös suurin siirtymä jokaisessa taajuu-

dessa sijaitsi samassa paikassa.  
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5  Yhteenveto 

Työn tavoitteena oli suunnitella ja toteuttaa värähtelyn demonstrointiin ja opetuksen apuvä-

lineenä toimimiseen sopiva rakenne. Keskeisenä tutkimusongelmana oli selvittää, kuinka 

tarkasti eri menetelmillä voidaan haluttu käyttäytyminen ennustaa ja suunnitella rakenne 

käyttäytymään sen mukaisesti. Esitettyjen tulosten ja analyysiosiossa tehdyn vertailun pe-

rusteella voidaan todeta, että työ onnistui tavoitteessaan, ja valitut menetelmät on todettu 

suhteellisen tarkoiksi. 

Työ jätti myös asioita huomioimatta, joiden vaikutusta tuloksiin olisi mahdollista jatkotut-

kia. Tällaisia asioita ovat mm. tehdyt yksinkertaistukset matemaattisessa mallissa ja simu-

laatiossa. Matemaattisessa mallissa voitaisiin tutkia esimerkiksi monimutkikkaamman mal-

lin käytön vaikutuksia tuloksiin, joka ottaa huomioon mm. värähtelyn vaimenemisen ja koko 

rakenteen massat. Toinen vaihtoehto olisi tutkia erilaisten matemaattisten menetelmien vai-

kutusta tuloksiin. Simulaatiossa lähtötilanteessa määriteltyjen parametrien, kuten tuentojen, 

FEA-menetelmän elementtien koon ja asettelun, tai osien liitäntätapojen muutosten tutkimi-

nen jäi myös tässä työssä vähille, sillä aihetta piti rajata kandidaatin työhön sopivan ko-

koiseksi.  

Kuitenkin valituilla menetelmillä onnistuttiin saamaan rakenteen todelliseen käyttäytymi-

seen nähden melko tarkkoja arvoja, kun otetaan huomioon kaikki tehdyt yksinkertaistukset 

ja epätarkkuudet. Myös työn tilannut taho sai tutkielman ohessa valmiin rakenteen käyt-

töönsä, joten työn voidaan katsoa olleen onnistunut. 
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Liite 3. Yhtälön sieventäminen. 
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Liite 4.A. Alkuparametrien määrittely ja ominaistaajuuksien ratkaiseminen Matlab-ohjel-

massa. 
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Liite 4.B. Ominaistaajuuksia vastaavien suhteellisten siirtymien ratkaiseminen ja visuali-

sointi Matlab-ohjelmassa. 
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Liite 5. Sivu 1. Mittaamiseen käytetyn anturin tiedot. 
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Liite 5. Sivu 2. 

 


