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Työn tavoitteena oli kehittää hissin automaattiovien kannatinrullien testilaitteesta virtuaali-

nen simulaatiomalli, jonka avulla pystytään tutkimaan testilaitteen dynaamista käyttäyty-

mistä. Lisäksi työn tavoitteena oli tutkia parannusehdotuksia testilaitteen mekaaniseen to-

teutukseen. 

Simulaatiomalli kehitettiin hyödyntäen elementtimenetelmiä sekä monikappaledynamiikan 

laskentamenetelmiä. Työn aikana simulaatiomallin tuottamia tuloksia verrattiin käytännön 

mittauksiin, jotka suoritettiin kyseisellä testilaitteistolla. 

Työn tuloksena kehitettiin simulaatiomalli, joka mahdollistaa testilaitteen dynaamisen käyt-

täytymisen tutkimisen. Simulaatioista saadut tulokset vastasivat pääsääntöisesti mitattuja ar-

voja laitteen liikkeen osalta, kun mittausmenetelmän virhemarginaalit otettiin huomioon. 

Alaohjaimiin kohdistuvat kuormitukset toistuivat simulaatioissa pääosin mittaustulosten 

mukaisesti. Alaohjaimien kuormitusten mittausmenetelmää tulisi kuitenkin edelleen kehit-

tää ja simulaatiomallin lähtötietoja tarkentaa tulosten luotettavuuden parantamiseksi. Lisäksi 

tutkimuksessa havaittiin, että esitetty parannusehdotus testilaitteen mekaaniseen toteutuk-

seen on jatkotutkimuksen arvoinen. 
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The aim of this work was to develop a virtual simulation model of a test device used for 

testing hanger rollers in an elevator automatic door system, enabling the research of the dy-

namic behaviour of the test device. In addition, the aim was to research potential improve-

ments to the mechanical design of the test device. 

The simulation model was developed utilizing finite element methods and multibody system 

dynamics calculation methods. The results of the simulation model were compared with 

practical measurements from the actual test device. 

As a result of the work, a simulation model was developed that enables the research of the 

dynamic behaviour of the test device. The results obtained from the simulations generally 

corresponded to the measurement results for the test device’s motion, considering the toler-

ances of the measurement method used. The loads acting on the lower guides were repro-

duced in the simulation results, mainly in accordance with the measurement results. How-

ever, the measurement method for the loads on the lower guides should be further developed, 

and the input data of the simulation model refined to improve the reliability of the results. In 

addition, the research concluded that the proposed improvement to the test device’s mechan-

ical design merits further research. 
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1     Johdanto 

Ovijärjestelmän toiminnallisuus takaa hissin käyttäjän turvallisuuden ja käyttökokemuksen, 

joten sen merkitys hissin infrastruktuurissa on merkittävä. Ovijärjestelmän mekaaniset viat 

johtuvat ensisijaisesti komponenttien kulumisesta, löystymisestä sekä vieraiden esineiden 

aiheuttamista vaurioista. Nämä viat ovat yksi suurimmista syistä ovijärjestelmän toiminta-

häiriöihin. (Pan, Shao, Dai, Wei, Chen & Lin 2024, s. 1–3.) 

Tässä diplomityössä tutkitaan hissin automaattiovijärjestelmässä käytettävien kannatinrul-

lien testaamiseen tarkoitettua laitetta virtuaalisimulaatiota hyödyntämällä. Työ tehdään 

KONE Oyj:n toimeksiannosta. Aiemmat tutkimukset ovat keskittyneet testilaitteen perus-

toimintoihin, eivätkä ne ole tarkastelleet testilaitteen dynaamista käyttäytymistä. Tämä on 

jättänyt puutteen eri muuttujien vaikutusten arvioinnissa testilaitteen toimintaan. Lisäksi tes-

tilaitteessa on havaittu rakenteellisia kehityskohteita testiajojen aikana, joiden optimointi voi 

parantaa laitteen suorituskykyä sekä testitulosten luotettavuutta. (Kuisma 2024.) 

Kannatinvaunut koostuvat kannatinrullista, alaohjaimista ja kannatinlevystä. Näiden kom-

ponenttien, erityisesti kannatinrullien laadulla ja kulutuskestävyydellä on merkittävä vaiku-

tus automaattiovijärjestelmän toiminnallisuuteen, luotettavuuteen ja käyttöikään, sillä ne 

mahdollistavat ovien horisontaalisen liikkeen kiskoprofiilia pitkin. Tämä korostaa kyseisen 

testilaitteiston sekä siitä saatavan informaation merkitystä. Kuvassa 1 on esitetty esimerkki 

kannatinvaunusta ja havainnollistettu työssä käytettävien komponenttien nimikkeitä. 

 

 

Kuva 1. Esimerkki kannatinvaunusta ja komponenttien nimikkeet. 
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Kuvassa 2 on havainnollistettu kannatinvaunujen merkitystä hissin ovijärjestelmään kuulu-

van tasonoven kontekstissa. Kannatinvaunut kannattelevat ovipaneeleja ja ohjaavat niiden 

liikettä, mikä tekee niistä olennaisen osan ovijärjestelmän turvallisuustoimintoja. 

 

 

Kuva 2. Kannatinvaunujen merkitys hissin tasonoven kontekstissa. 

 

Markkinoilla on useita erityyppisiä kannatinrullia sekä kannatinvaunuyhdistelmiä, joille ase-

tettavat vaatimukset riippuvat esimerkiksi ovijärjestelmän rakenteesta, aukeamissuunnasta, 

ovipaneelien lukumäärästä, liikuteltavasta massasta ja ovikoneiston ohjausyksikön ajopara-

metreista. Nämä muuttujat asettavat haasteita testilaitteiston optimaalisten asetusten määrit-

tämiselle, jotta erilaisia kannatinrullia voidaan testata asianmukaisesti. Kaikkien näiden yh-

distelmien kokeellinen testaaminen käytännössä vie paljon aikaa ja kuluttaa resursseja. Li-

säksi tarvittavien prototyyppien määrä voi olla suuri. Verrattuna kokeellisiin menetelmiin, 

simulaatioita hyödyntämällä voidaan selvittää eri muuttujien vaikutus mekanismien dynaa-

misiin ominaisuuksiin tehokkaasti (Kortelainen 2011, s. 5). 
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Trendi kohti virtuaalisia prototyyppejä sekä kasvavat teollisuuden vaatimukset modernien 

dynaamisten laitteiden luotettavuudelle ja tehokkuudelle edellyttävät edistyneitä simulaa-

tiotekniikoita suunnitteluprosessin aikana. Lähestulkoon kaikki modernia teknologiaa edus-

tavat laitteet koostuvat erilaisista toiminnallisista alijärjestelmistä, joista jokainen koostuu 

erilaisista komponenteista. Reaalimaailmassa alijärjestelmien ja komponenttien väliset vuo-

rovaikutukset laitteen toiminnan aikana ovat usein monimutkaisia. Näiden järjestelmien liik-

keiden mallintaminen ja optimoiminen edellyttää, että simulaatioissa otetaan huomioon eri 

osien välisten voimanlähteiden, jännitysten, melun ja värähtelyjen vaikutukset. (Zwölfer & 

Gerstmayr 2019, s. 66.) 

Monikappaledynamiikan (englanniksi Multibody system dynamics) analyysi on numeerinen 

simulointityökalu, jota käytetään useista komponenteista koostuvien dynaamisten järjestel-

mien liikeyhtälöiden muodostamiseen ja ratkaisemiseen (Orzechowski, Matikainen & Mik-

kola 2017, s. 1953–1954). Monikappaledynamiikka-analyysi mahdollistaa järjestelmien ja 

mekanismien käyttäytymisen tutkimisen ja parantamisen ennen fyysisten prototyyppien val-

mistamista. Mekanismien liikkeen käyttäytymisen ja suorituskyvyn ymmärtäminen on olen-

naista niiden suunnittelun optimoinnissa, luotettavuuden varmistamisessa ja halutun toimin-

nallisuuden saavuttamisessa (Abbasimoshaei & Kern 2023, s. 1–3). 

1.1  Työn tavoitteet 

Työn tavoitteena on kehittää kannatinrullien testilaitteesta simulaatiomalli, jonka avulla py-

ritään selvittämään aikaisemmissa tutkimuksissa havaitut puutteet dynaamisen käyttäytymi-

sen osalta. Dynaamisella käyttäytymisellä viitataan siihen, kuinka laite käyttäytyy erilaisissa 

liiketilanteissa ja kuormituksissa ajan funktiona. Simulaatiomallia hyödynnetään laitteen toi-

minnan kehityksessä ja laitteen muutosten suunnittelussa. Simulaatiomallin mahdollistamia 

hyötyjä ovat vähentynyt tarve fyysisten prototyyppien testaukseen ja useiden eri tuotevari-

aatioiden tehokas virtuaalinen analysointi jatkossa. 

Simulaatiomallilla pyritään ratkaisemaan ongelmat dynaamisten kuormitustilanteiden tar-

kemmassa tunnistamisessa. Testilaitteen käytön yhteydessä ilmenee usein käynnissä olevan 

testin kannalta epäolennaisia rasituksia, jotka voivat aiheuttaa vaurioita testilaitteen kom-

ponenteille. Vaurioihin liittyviä ongelmia ilmenee erityisesti suuremmilla kuormilla testat-

taessa, jolloin laitteen kannattimille asennettavat kuormat voivat aiheuttaa ei-toivottua 
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liikettä ajon aikana. Ongelmalla on merkittävä vaikutus kannatinrullien testaukseen, sillä 

suuremmilla kuormilla testaaminen mahdollistaa nopeamman tulosten keräämisen ja tehok-

kaamman testausprosessin. 

Tämän lisäksi työn tavoitteena on arvioida parannusehdotuksia testilaitteen mekaaniseen to-

teutukseen. Parannusehdotukset keskittyvät testilaitteeseen kiinnitettävän kuorman paino-

pisteen sijaintiin ja alaohjaimille kohdistuvan rasituksen vähentämiseen. Nykyisessä lait-

teessa on havaittu, että alaohjaimet voivat kulua merkittävästi tai vaurioitua testiajon aikana. 

Alaohjaimien kuluminen tai vaurioituminen pidentää testiajon suoritusaikaa, koska ajo on 

pysäytettävä ja ohjaimet on vaihdettava. 

Tutkimuksen keskeiset tutkimuskysymykset ovat: 

i. Kuinka testilaitteeseen kiinnitettävän kuorman painopisteen sijainti vaikuttaa testi-

laitteen suorituskykyyn ajotilanteessa ja vastaavuuteen todellisessa ovijärjestel-

mässä? 

ii. Mikä on nykyinen alaohjainten rasitustaso ja miten niiden kuormitusta voidaan vä-

hentää? 

Työn aikana simulaatiomallin tulosten tarkkuutta verrataan käytännössä toteutettaviin mit-

tauksiin, jotta voidaan arvioida kehitetyn simulaatiomallin hyödyllisyyttä sekä vastaavuutta 

käytäntöön mitattavin arvoin. 

1.2  Työn rajaukset 

Työn painopisteenä on parempi ymmärrys muuttujien vaikutuksesta testilaitteen toiminnal-

lisuuteen ja testilaitteen mekaanisten muutosten sekä ajoparametrien vaikutusten tutkiminen. 

Testilaitteen sähköisten ja ohjelmallisten muutosten tutkimus rajataan tarkastelun ulkopuo-

lelle, sillä näiden osakokonaisuuksien katsotaan olevan nykyisellään testilaitteen käyttötar-

koituksen mukaisia. Lisäksi näiden osakokonaisuuksien tarkasteleminen mekaanisten muu-

tosten yhteydessä ylittäisi tutkimuksen aikataulun. 

Tutkimus rajataan tarkastelemaan vain yhtä kannatinrulla- ja kannatinvaunuyhdistelmää, 

huomioiden kuitenkin, että kehitetyt menetelmät tukevat erilaisten yhdistelmien lisäämistä 

myöhemmin tutkimuksen kattamien menetelmien piiriin.  
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2  Menetelmät 

Kappaleessa esitellään työssä käytettävien elementtimenetelmän (englanniksi Finite Ele-

ment Method, FEM) ja monikappaledynamiikan kelluvan koordinaatiston (englanniksi Floa-

ting Frame of Reference, FFR) menetelmän periaatteet. Menetelmien kuvauksessa käytetään 

karteesisia koordinaatistoja ja monikappaledynamiikan liikeyhtälöt johdetaan Lagrangen 

menetelmällä hyödyntäen D’Alembertin virtuaalisen työn periaatetta. 

Menetelmät on valittu kirjallisuuskatsausta hyödyntäen sekä huomioiden käytettävissä ole-

vien ohjelmistojen rajoitteet. Työssä hyödynnetään ANSYS 2024 R2 -ohjelmistoa sekä 

MATLAB R2023b -ohjelmistoa. Kirjallisuuskatsaus on toteutettu pääasiallisina hakusa-

noina ”Flexible multibody”, ”Multibody system dynamics”, ”Floating frame of reference”, 

”Finite element”, ”Finite element method” ja ”FEM” sekä näiden erilaisilla yhdistelmillä. 

Lisäksi kappaleessa käsitellään myös kontaktien mallinnusta, käytettyjä aikaintegraatiome-

netelmiä sekä menetelmiä järjestelmän vapausasteiden vähentämiseen. Menetelmien käyttö 

on perusteltua, sillä vaikka ratkaisu voitaisiin saada solmukoordinaatteihin perustuvalla pe-

rinteisellä elementtimenetelmällä, tutkittavan laitteen useiden eri tuotevariaatioiden simu-

lointi ja analysointi ei olisi jatkossa käytännöllistä menetelmän tuottaman suuren vapausas-

teiden määrän ja siitä seuraavien pitkien laskenta-aikojen vuoksi. 

2.1  Elementtimenetelmä 

Elementtimenetelmä on laskennallinen tekniikka, jota käytetään rakenteiden ja fysikaalisten 

ilmiöiden analysointiin. Elementtimenetelmässä tutkittava rakenne diskretoidaan eli jaetaan 

pieniin elementteihin, jotka liittyvät toisiinsa solmupisteiden kautta ja joiden käyttäytyminen 

määritellään matemaattisesti. Solmupisteet muodostavat rakenteelle niin kutsutun element-

tiverkon. (Bathe 1996, s. 2–3.) Menetelmässä ratkaisu muodostetaan approksimoimalla suu-

reiden arvot elementtiverkon solmupisteissä ja yhdistämällä elementit matemaattisten yhtä-

löiden avulla kattamaan koko tutkittavan alueen (Liu & Quek 2014, s. 3). 
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2.1.1  Elementit ja rakenteen diskretointi 

Matemaattisesti tutkittavien järjestelmien kappaleiden voidaan ajatella koostuvan partikke-

leista. Jäykän kappaleen tapauksessa oletetaan, että kappale on täysin jäykkä, jolloin partik-

kelien välinen etäisyys toisiinsa pysyy muuttumattomana. Joustavien kappaleiden tarkaste-

lussa tilanne muuttuu. Kahden pisteen välinen etäisyys joustavassa kappaleessa ei yleisesti 

ottaen pysy vakiona, koska kappaleen muodostavien partikkelien välillä esiintyy suhteellista 

liikettä. (Shabana 2020, s. 183.) 

Dynaaminen analyysi elementtimenetelmän avulla perustuu kappaleiden massan, jäykkyy-

den ja vaimennuksen kuvaamiseen osana systeemiä. Laskentaan sovelletaan yhtälöitä, jotka 

saadaan Newtonin toisen lain perusteella (Bathe 1996, s. 768): 

 𝐌𝐮̈ + 𝐂𝐮̇ + 𝐊𝐮 = 𝐅(𝑡) (1) 

missä 𝐌 on massamatriisi, 𝐮̈ on kiihtyvyysvektori, 𝐂 on vaimennusmatriisi, 𝐮̇ on nopeus-

vektori, 𝐊 on jäykkyysmatriisi, 𝐮 on siirtymävektori ja 𝐅(𝑡) on ulkoinen aikariippuva kuor-

mitus. 

Jakamalla tutkittava alue pieniin elementteihin voidaan kunkin elementin sisäinen vaihtelu 

approksimoida esimerkiksi käyttämällä polynomeja. Yksittäisten elementtien ratkaisujen 

yhdistelmä muodostaa koko ongelma-alueen ratkaisun vaihtelukentän, mikä mahdollistaa 

myös monimutkaisten rakenteiden analysoinnin. (Liu & Quek 2014, s. 6.) 

Käytettävien elementtien valintaan vaikuttavat useat tekijät, kuten ongelman luonne, raken-

teen geometria sekä saatavilla oleva laskentateho. Elementit voidaan luokitella dimensioiden 

perusteella yksiulotteisiin, kaksiulotteisiin ja kolmiulotteisiin elementteihin. Kaksiulotteiset 

elementit voivat olla kolmio- tai nelikulmioelementtejä. Kolmiulotteiset solidielementit voi-

vat olla tetraedri-, kuutio- tai kiilaelementtejä. Elementtejä voidaan myös jaotella esimer-

kiksi käyttötarkoituksen mukaan. Yksiulotteiset palkki- ja sauvaelementit soveltuvat käytet-

täväksi ristikko- ja palkkirakenteissa. Kaksiulotteiset kuori-, laatta-, kalvo- ja levyelementit 

soveltuvat levymäisten rakenteiden analysointiin. Kolmiulotteiset solidielementit soveltuvat 

tilavuusrakenteiden analysointiin. (Liu & Quek 2014, s. 6.) 
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Kuvassa 3 on havainnollistettu rakenteen diskretointia sekä elementtien ja solmupisteiden 

määrittelyä. Esimerkkinä kuvassa on tutkittavaan rakenteeseen kuuluva alaohjain, joka on 

diskretoitu FEM-ohjelmistossa kolmiulotteisiksi solidielementeiksi. 

 

 

Kuva 3. Alaohjaimen rakenteen diskretointi elementteihin ja solmupisteiden määrittely. 

 

Työn yhteydessä diskretointi toteutetaan käytännössä FEM-ohjelmistossa, jossa rakenteet 

jaetaan elementteihin ja solmupisteisiin analyysien mahdollistamiseksi. Ohjelmistossa 

diskretointi toteutetaan määritellyillä asetuksilla. Asetusten määritykseen vaikuttaa tutkitta-

van rakenteen geometria sekä tavoiteltava ratkaisun tarkkuus. 

2.1.2  Elementtien muotofunktiot 

Elementtien käyttäytymistä tuntemattomien suureiden suhteen kuvataan muotofunktioilla, 

jotka mallintavat riippuvuutta elementin solmupisteiden ja tuntemattomien suureiden välillä 

myös solmupisteiden ulkopuolella. Yleisesti muotofunktiot johdetaan polynomien avulla, 

sillä niiden käyttö on sekä matemaattisesti että laskennallisesti tehokasta. Muotofunktiot 

määritetään erikseen jokaiselle solmupisteelle, ja niiden yhdistelmällä muodostetaan koko 

elementin muotofunktio. Polynomeja käytetään yleisesti muotofunktioiden muodostami-

seen, koska ne ovat helppoja muodostaa ja käsitellä tietokoneella. Niiden integrointi ja deri-

vointi on suoraviivaista, mikä helpottaa numeerista analyysiä. Toinen etu käytössä on mah-

dollisuus kasvattaa polynomin astelukua, mikä voi joissain tapauksissa parantaa ratkaisun 

tarkkuutta. (Rao 2018, s. 81–82.) 

Elementti

 olmupiste
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Elementtimenetelmän periaatetta havainnollistetaan yksinkertaisella palkkielementillä, joka 

on yksiulotteinen elementti (kuva 4). Kyseisellä elementillä on kaksi vapausastetta, yksi mo-

lemmissa elementin solmuissa. 

 

 

Kuva 4. Yksiulotteinen palkkielementti. 

 

Yllä olevan elementin partikkelin siirtymä 𝑢(𝑥) voidaan kuvata ensimmäisen asteen poly-

nomilla seuraavasti: 

 𝑢(𝑥) = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 = [1 𝑥] [
𝑎1
𝑎2
] (2) 

missä 𝑎1 ja 𝑎2 ovat vakioita, jotka kuvaavat solmukoordinaattien amplitudeja. Tässä tapauk-

sessa elementin yleistetty solmupisteiden koordinaattien vektori 𝐮 voidaan esittää muo-

dossa: 

 𝐮 = [𝑢1 𝑢2]T (3) 

missä 𝑢1 ja 𝑢2 kuvaavat solmupisteiden siirtymiä. Kun oletetaan, että solmupisteiden vaih-

telut ovat tunnetut, vaihtelut voidaan esittää seuraavasti: 

 {
𝑢 = 𝑢1, 𝑘𝑢𝑛  𝑥 = 0
𝑢 = 𝑢2, 𝑘𝑢𝑛  𝑥 = 𝑙

 (4) 

missä 𝑙 on elementin solmupisteiden etäisyys alkuperäisessä tilanteessa. Sijoittamalla tämä 

yhtälöön (2) saadaan seuraava esitys: 

 {
𝑢1 = 𝑢(0) = 𝑎1

 𝑢2 = 𝑢(𝑙) = 𝑎1 + 𝑎2𝑙
 (5) 

joka voidaan esittää matriisi- ja vektoriesityksenä seuraavasti: 
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 [
𝑢1
𝑢2
] = [

1 0
1 𝑙

] [
𝑎1
𝑎2
] (6) 

josta vakiot 𝑎1 ja 𝑎2 voidaan ratkaista seuraavasti: 

 [
𝑎1
𝑎2
] = [

1 0

−
1

𝑙

1

𝑙

] [
𝑢1
𝑢2
] (7) 

Yhtälön (7) avulla partikkelin siirtymä voidaan ratkaista alkuperäisestä yhtälöstä (2) sijoit-

tamalla 𝑎1 ja 𝑎2, jolloin saadaan seuraava esitys: 

 𝑢(𝑥) = [1 −
𝑥

𝑙

𝑥

𝑙
] [
𝑢1
𝑢2
] = 𝐍𝐮 (8) 

missä 𝐍 on muotofunktiomatriisi, jonka avulla partikkelin siirtymä voidaan interpoloida sol-

mukoordinaattien 𝑢1 ja 𝑢2 välillä. (Mikkola 2023, s. 146–147.) 

Kuvattu laskentatapaus koskee yksinkertaista elementtiä. Työn yhteydessä käsitellään mo-

nimutkaisempia elementtejä, kuten kuori- ja solidielementtejä, joiden muotofunktiot on 

määritelty valmiiksi FEM-ohjelmistojen elementtikirjastoissa. Yksinkertaisen elementin 

muotofunktioiden johtamisen kuvauksen tarkoituksena on antaa lukijalle peruskäsitys ele-

menttimenetelmän ydintoiminnoista ja periaatteista. 

2.1.3  Jännitykset ja elementtimatriisit 

Jännitysanalyysin tai kiinteän mekaniikan ongelman ensisijaisena tavoitteena on määrittää 

siirtymien ja jännitysten jakautuminen halutuissa kuormitus- ja reunaehdoissa, jotta raken-

teen käyttäytymistä voidaan analysoida ja sen kestävyyttä arvioida. Jännitysten laskeminen 

elementtimenetelmässä perustuu jännitysten, venymien, siirtymien ja voimien välisiin suh-

teisiin, joista venymät ja jännitykset johdetaan muotofunktioiden ja materiaalimallien avulla. 

(Liu & Quek 2014, s. 14.) 

Jännitystilanne voidaan kuvata jännitysvektorilla, joka koostuu kolmesta normaalijännitys-

komponentista ja kolmesta leikkausjännityskomponentista. Kolmiulotteisen kappaleen kul-

lakin pinnalla on normaali jännityskomponentti ja kaksi leikkausjännityskomponenttia, ku-

ten kuvassa 5 on esitetty. (Liu & Quek 2014, s. 19.) 
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Kuva 5. Jännityskomponentit kolmiulotteisessa kappaleessa. 

 

Kuvan 5 kolmiulotteisessa kappaleessa on yhteensä kuusi itsenäistä jännityskomponenttia. 

Näitä kutsutaan usein jännitystensoreiksi, ja ne voidaan kirjoittaa vektorimuodossa: 

 𝛔 = [𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑧𝑧 𝜎𝑦𝑧 𝜎𝑥𝑧 𝜎𝑥𝑦]T (9) 

missä 𝛔 on jännitysvektori, 𝜎 on jännityskomponentti ja alaindeksit kuvaavat suuntia. Jän-

nitystensorien kuutta vastaavaa komponenttia kohden on kuusi venymäkomponenttia, jotka 

voidaan kirjoittaa vektorimuodossa: 

 𝛆 = [ 𝜀𝑥𝑥  𝜀𝑦𝑦  𝜀𝑧𝑧 𝛾𝑦𝑧 𝛾𝑥𝑧 𝛾𝑥𝑦]T (10) 

missä 𝛆 on venymävektori, 𝜀 on normaalivenymä- ja 𝛾 on leikkausvenymäkomponentti. Ve-

nymä on pohjimmiltaan siirtymien muutos pituusyksikköä kohti, joten venymän komponen-

tit voidaan kyseisessä tapauksessa saada siirtymien derivaattoina seuraavasti: 
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 𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
;  𝜀𝑦𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
;  𝜀𝑧𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
; 

𝛾𝑥𝑦 = 2 𝜀𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
; 

𝛾𝑥𝑧 = 2 𝜀𝑥𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
; 

𝛾𝑦𝑧 = 2 𝜀𝑦𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
 

(11) 

missä 𝑢, 𝑣 ja 𝑤 ovat siirtymäkomponentit koordinaatiston x-, y- ja z-suunnissa vastaavasti. 

Yhtälöt (11) voidaan kirjoittaa myös seuraavassa matriisimuodossa: 

 𝛆 =  𝐇𝐮 (12) 

missä siirtymävektori 𝐮 on muotoa: 

 𝐮 = [𝑢 𝑣 𝑤]T (13) 

ja 𝐇 on osittaisdifferentiaalioperaattoreista koostuva matriisi, joka saadaan muodostettua yh-

tälöistä (11) seuraavasti: 

 

 𝐇 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0 0

0
𝜕

𝜕𝑦
0

0 0
𝜕

𝜕𝑧

0
𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧
0

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
0
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (14) 

Konstitutiivinen yhtälö kuvaa kiinteän aineen jännityksen ja venymän välistä suhdetta, ja 

sitä kutsutaan usein Hooken laiksi. Yleistetty Hooken laki isotrooppisille materiaaleille voi-

daan esittää muodossa: 

 𝛔 = 𝐃𝛆 (15) 

missä 𝐃 on materiaaliominaisuusmatriisi, joka sisältää materiaalin elastiset ominaisuudet. 

Isotrooppisille materiaaleille tämä matriisi voidaan määrittää seuraavasti: 
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 𝐃 =

[
 
 
 
 
 
𝑐11𝑐12𝑐12 0 0 0
𝑐11𝑐12 0 0 0
𝑐11 0 0 0

(𝑐11 − 𝑐12)/2 0 0

(𝑐11 − 𝑐12)/2 0

𝑠𝑦𝑚𝑚. (𝑐11 − 𝑐12)/2]
 
 
 
 
 

 (16) 

jossa 𝑐11 ja 𝑐12: 

 𝑐11 =
𝐸(1 − 𝜈)

(1 − 2𝜈)(1 + 𝜈)
;    𝑐12 =

𝐸𝑣

(1 − 2𝜈)(1 + 𝜈)
;      

𝑐11 − 𝑐12
2

= 𝐺 (17) 

missä 𝐸 on materiaalin kimmokerroin, 𝜈 on Poissonin vakio ja 𝐺 leikkausmoduuli. Näistä 

kolmesta vakiosta vain kaksi on toisistaan riippumatonta ja vakioiden välinen suhde on seu-

raava: 

 𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
 (18) 

Joten isotrooppisen materiaalin tapauksessa, kun kaksi kolmesta vakiosta tunnetaan, voidaan 

kolmas laskea yllä olevan yhtälön avulla. (Liu & Quek 2014, s. 17–19.) 

Venymä-siirtymämatriisi 𝐁 kuvaa elementin venymän elementin solmupisteiden siirtymien 

perusteella, ja se saadaan muodostettua seuraavasti: 

 𝐁 = 𝐇𝐍 (19) 

Elementtikohtainen jäykkyysmatriisi 𝐊𝑒𝑙 kuvaa elementin kykyä vastustaa muodonmuu-

tosta ja se määritellään seuraavasti: 

 𝐊𝑒𝑙 = ∫ 𝐁T𝐃𝐁
𝑉

𝑑𝑉 (20) 

missä 𝑉 on elementin tilavuus. Elementin massamatriisi saadaan yhtälöstä: 

 𝐌𝑒𝑙 = ∫ 𝜌𝐍T𝐍
𝑉

𝑑𝑉 (21) 

missä 𝜌 on tiheys. (Liu & Quek 2014, s. 64.) 

On kuitenkin huomattava, että yllä esitetty laskenta on riippuvainen käytetyn elementtityy-

pin ja solmupisteiden vapausasteiden määrittelystä. Esimerkiksi kaksiulotteisessa tapauk-

sessa yhtälöt voidaan johtaa kolmiulotteisten kappaleiden yhtälöistä yksinkertaistamalla 

niitä poistamalla yhden koordinaattisuunnan termit. 
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2.1.4  Osarakenteet 

Dynaamisessa analyysissä joustavien kappaleiden vapausasteiden määrää on yleensä tarpeen 

vähentää laskentatehon rajoitusten tai tehokkuussyiden vuoksi. Yksi yleisesti käytetty me-

netelmä tähän on osarakennetekniikka (englanniksi Component Mode Synthesis). Menetel-

mässä muodonmuutosta kuvataan komponenttitilan lineaarisena yhdistelmänä, kuten väräh-

telymoodien ja staattisten tilojen avulla. (Zwölfer & Gerstmayr 2020, s. 838.) Usein tutkit-

tava rakenne koostuu useista kappaleista, joista osa mallinnetaan joustavina ja osa jäykkinä, 

jolloin joustavat osat on liitettävä järjestelmään. Liittäminen voidaan toteuttaa osarakenne-

tekniikan avulla, jossa joustavan kappaleen vapausasteet jaetaan sisäisiin ja liittymävapaus-

asteisiin. (Craig & Bampton 1968, s. 2.) 

Kuvassa 6 esitetään periaate joustavan kappaleen vapausasteiden määrittelystä, jossa sisäiset 

vapausasteet ovat vapaita ja liittymävapausasteet rajoitetaan toiseen kappaleeseen käyttäen 

rajoitteita. 

 

 

Kuva 6. Joustavan kappaleen liittymävapausasteiden ja sisäisten vapausasteiden määrittely. 

 

Elementtimenetelmässä vaimentamattoman järjestelmän liikeyhtälö voidaan esittää muo-

dossa: 

 𝐌𝐮̈𝑓 + 𝐊𝐮𝑓 = 𝐅 (22) 

missä 𝐮𝑓 on solmupisteiden siirtymiä kuvaava vektori. 
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Osarakennetekniikassa, jossa vapausasteet on jaettu sisäisiin ja liittymäosiin, massa- ja jäyk-

kyysmatriisit voidaan esittää seuraavasti: 

 𝐌 = [𝐌
𝐵𝐵 𝐌𝐵𝐼

𝐌𝐼𝐵 𝐌𝐼𝐼 ] (23) 

 𝐊 = [𝐊
𝐵𝐵 𝐊𝐵𝐼

𝐊𝐼𝐵 𝐊𝐼𝐼
] (24) 

missä yläindeksi 𝐵 tarkoittaa liittymää ja 𝐼 sisäistä osaa. Jakamalla elementtimenetelmän 

vaimentamaton liikeyhtälö (22) liittymän vapausasteiden ja sisäisten vapausasteiden mu-

kaan, saadaan liikeyhtälö johdettua seuraavaan muotoon: 

 [𝐌
𝐵𝐵 𝐌𝐵𝐼

𝐌𝐼𝐵 𝐌𝐼𝐼 ] [
𝐮̈𝑓
𝐵

𝐮̈𝑓
𝐼 ] + [

𝐊𝐵𝐵 𝐊𝐵𝐼

𝐊𝐼𝐵 𝐊𝐼𝐼
] [
𝐮𝑓
𝐵

𝐮𝑓
𝐼 ] = [𝐅

𝐵

𝐅𝐼
] (25) 

missä 𝐮𝑓
𝐼  ja 𝐮𝑓

𝐵 ovat sisäisten ja liittymävapausasteiden fyysisiä siirtymiä vastaavasti. Käyt-

tämällä sisäisiä ja liittymän vapausasteita voidaan laskea sekä staattiset että kiinteän rajapin-

nan normaalitilat. Kiinteän rajapinnan normaalimuodot kuvaavat värähtelytiloja, kun kai-

kille rajapinnan solmukoordinaateille asetetaan kiinteät reunaehdot. Ne voidaan laskea omi-

naisarvoanalyysin avulla seuraavasti: 

 (𝐊𝐼𝐼 − 𝜔𝜆
2𝐌𝐼𝐼)𝛗𝜆

𝑁 = 𝟎 (26) 

missä 𝜔𝜆
2 on ominaisarvo ja 𝛗𝜆

𝑁 on ominaisarvoon liittyvä ominaismuoto. Laskennan tulok-

sena saadaan muotomatriisi 𝚽𝑁, joka sisältää normaalimuodot seuraavasti: 

 𝚽𝑁 = [𝛗1
𝑁, 𝛗2

𝑁 , …𝛗𝑛𝑝
𝑁 ] = 𝟎 (27) 

Staattiset korjausmuodot saadaan ratkaistua staattisesta tasapainoyhtälöstä: 

 [𝐊
𝐵𝐵 𝐊𝐵𝐼

𝐊𝐼𝐵 𝐊𝐼𝐼
] [
𝐮𝑓
𝐵

𝐮𝑓
𝐼 ] = [𝐅

𝐵

𝐅𝐼
] (28) 

Staattiset korjausmuodot voidaan ratkaista yhtälöstä (28) asettamalla sisäisiin vapausastei-

siin kohdistuva voima 𝐅𝐼 nollaksi: 

 𝐮𝑓
𝐼 = (−𝐊𝐼𝐼)−1𝐊𝐼𝐵𝐮𝑓

𝐵 = 𝚽𝐶𝐮𝑓
𝐵 (29) 

missä 𝚽𝐶 on staattiset korjausmuodot sisältävä muotomatriisi. Rakenteen ominaismuoto-

matriisi saadaan yhdistämällä ratkaistut matriisit 𝚽𝑁 ja 𝚽𝐶 seuraavasti: 
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 [
𝐮𝑓
𝐵

𝐮𝑓
𝐼 ] ≅ [

𝚰 𝟎
𝚽𝐶 𝚽𝑁] [

𝐩𝐶

𝐩𝑁
] = 𝚽𝑉𝐩 (30) 

missä 𝚰 on yksikkömatriisi, 𝟎 on nollamatriisi, 𝐩𝐶 on staattisten korjausmuotojen modaali-

koordinaatit, 𝐩𝑁 on modaalikoordinaatit tuetuista muodoista ja 𝚽𝑉 on ominaismuotomat-

riisi, joka sisältää reunaehtomuodot sekä staattiset korjausmuodot. 

Ratkaisussa muotomatriisit eivät ole ortogonaalisia. Tämä ongelma voidaan ratkaista käyt-

tämällä ortonormalisointi-menetelmää. Menetelmässä massa- ja jäykkyysmatriisit määritel-

lään seuraavasti: 

 𝐌̂ = 𝚽𝑉T𝐌𝚽𝑉 (31) 

 𝐊̂ = 𝚽𝑉T𝐊𝚽𝑉 (32) 

Käyttämällä saatuja jäykkyys- ja massamatriiseja ominaisarvoyhtälö voidaan kirjoittaa muo-

dossa: 

 (𝐊̂ − 𝜔𝜆
2𝐌̂)𝛗𝜆

∗ = 𝟎 (33) 

Yhtälöstä (33) saadaan tulokseksi lopullinen muotomatriisi: 

 𝚽∗ = [𝛗1
∗ , 𝛗2

∗ , …𝛗𝑛𝑝
∗ ] (34) 

ja käyttämällä ortogonalisoitua muotomatriisia lopulliset massa- ja jäykkyysmatriisit saa-

daan diagonaalisessa muodossa: 

 𝐌̂𝑑 = 𝚽
∗T𝐌̂𝚽∗ = 𝚰 (35) 

 𝐊̂𝑑 = 𝚽
∗T𝐊̂𝚽∗ = [𝜔1

2

0
⋱

0
𝜔𝑛𝑝
2 ] (36) 

(Mikkola 2023, s. 162–163; Shabana 2020, s. 289.) 

Osarakenne-menetelmää hyödynnetään työn yhteydessä joustavien kappaleiden lisäämi-

sessä monikappaledynamiikkamalliin. Menetelmän soveltaminen käytännössä testilaitteis-

ton analyysiin mahdollistaa simulaatiomallin vapausasteiden vähentämisen, mikä parantaa 

laskennan tehokkuutta. 
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2.2  Kelluvan koordinaatiston menetelmä 

Kelluvan koordinaatiston menetelmä on yksi laajimmin käytetyistä menetelmistä joustavien 

monikappalejärjestelmien analysointiin, ja se on toteutettu myös useimmissa kaupallisissa 

ohjelmistoissa (Zwölfer & Gerstmayr 2020, s. 835). Kelluvan koordinaatiston menetelmän 

perusperiaate on kuvata joustavan kappaleen deformaatiota erottamalla se kappaleen refe-

renssikoordinaatiston liikkeestä. Menetelmässä kappaleille määritetään sijaintia ja orientaa-

tiota kuvaavat referenssikoordinaatit sekä elastiset koordinaatit, jotka kuvaavat deformaa-

tiota suhteessa referenssikoordinaatistoon. Menetelmässä inertian ja neliöllisen nopeusvek-

torin avulla huomioidaan referenssikoordinaatiston liikkeen ja deformaation välinen vuoro-

vaikutus. (Shabana 2020, s. 179–180.) 

Kelluvan koordinaatiston menetelmä soveltuu analyysiin järjestelmille, jotka käyvät läpi 

suuria liikkeitä ja kiertymiä, sekä deformaation oletetaan olevan pieni suhteessa referenssi-

koordinaatistoon (Shabana 2020, s. 294). Joissakin sovelluksissa menetelmää voidaan käyt-

tää myös suurten muodonmuutosongelmien tutkimukseen, mutta tällöin muodonmuutokset 

tulee voida kuvata yksinkertaisilla muotofunktioilla (Shabana 2018, s. 256). Kelluvan koor-

dinaatiston menetelmässä joustavuutta tarkastellaan usein lineaarisena ongelmana, ja se rat-

kaistaan elementtimenetelmällä (Gufler, Wehrle & Zwölfer 2021, s. 382). 

2.2.1  Joustavan kappaleen kinematiikka 

Monikappalejärjestelmän kappaleiden aseman kuvaamiseen käytetään yleistettyjä koordi-

naatteja. Nämä koordinaatit kuvaavat täydellisesti jokaisen systeemiin kuuluvan partikkelin 

aseman. Joustavan kappaleen partikkelin asemaa kuvaavat yleistetyt koordinaatit 𝐪𝑖 voidaan 

muodostaa seuraavasti (Shabana 2020, s. 182–184): 

 𝐪𝑖 = [
𝐪𝑟
𝑖

𝐪𝑓
𝑖 ] = [

𝐑𝑖

𝛉𝑖

𝐪𝑓
𝑖
] (37) 

jossa 𝐪𝑟
𝑖  on yleistettyjen referenssikoordinaattien vektori ja 𝐪𝑓

𝑖  on ajasta riippuva elastisten 

yleistettyjen koordinaattien vektori. 𝐑𝑖 on sijaintivektori, joka kuvaa kappaleen lokaalin 

koordinaatiston origon aseman globaalissa koordinaatistossa ja 𝛉𝑖 on orientaatiokoordinaa-

tit. 
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Kuvassa 7 on havainnollistettu joustava kappale 𝑖 kolmiulotteisessa avaruudessa. Koordi-

naatisto 𝐗, 𝐘, 𝐙 on globaali koordinaatisto ja 𝐗̅𝑖 , 𝐘̅𝑖, 𝐙̅𝑖 on kappaleeseen kiinnitetty lokaali 

koordinaatisto. 

 

 

Kuva 7. Joustava kappale 𝑖 kolmiulotteisessa avaruudessa. 

 

Kuvassa 7 esitetyn joustavan kappaleen 𝑖 partikkelin 𝑃𝑖 sijaintia globaalin koordinaatiston 

suhteen voidaan kuvata vektorilla 𝐫𝑖. Tämä vektori huomioi partikkelin 𝑃𝑖 liikkeen suhteessa 

referenssikoordinaatistoon sekä sijainnin muutoksen. Vektori 𝐫𝑖 voidaan määrittää seuraa-

valla yhtälöllä (Shabana 2020, s. 183): 

 𝐫𝑖 = 𝐑𝑖 + 𝐀𝑖𝐮̅𝑃
𝑖 = 𝐑𝑖 + 𝐀𝑖(𝐮̅0

𝑖 + 𝐮̅𝑓
𝑖 ) (38) 

missä 

𝐀𝑖 on kiertomatriisi, joka kuvaa kappaleen orientaation globaalin ja lokaalin koordi-

naatiston välillä 

𝐮̅𝑃
𝑖  on partikkelin 𝑃𝑖 sijaintivektori lokaalissa koordinaatistossa 

𝐮̅0
𝑖  on partikkelin 𝑃𝑖 sijaintivektori alkuperäisessä tilassa 

𝐮̅𝑓
𝑖  on partikkelin 𝑃𝑖 sijainnin muutos eli deformaatiovektori lokaalissa koordinaatis-

tossa. 
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Kuvauksessa käytettävä kiertomatriisi 𝐀𝑖 voidaan muodostaa usealla eri tavalla. Koordinaa-

tistojen väliset rotaatiot voidaan kuvata esimerkiksi käyttämällä Eulerin kulmia, Eulerin pa-

rametriesitystä tai Rodriguezin parametriesitystä. Näissä menetelmissä rotaatiota kuvataan 

kolmen tai neljän muuttujan avulla (Shabana 2020, s. 10). Kolmea muuttujaa käytettäessä 

ongelmaksi kuitenkin muodostuu kiertomatriisin mahdollinen singulaarisuus (Rouvinen 

2003, s. 12). Singulaarisuus ilmenee kolmea muuttujaa käytettäessä tilanteissa, joissa koor-

dinaattijärjestelmien akselit asettuvat tietyllä tavalla toistensa suhteen, mikä johtaa siihen, 

että kiertoja ei voida yksiselitteisesti erottaa toisistaan. 

Eulerin parametriesitys käyttää neljää muuttujaa rotaation kuvaukseen. Eulerin parametriesi-

tyksessä rotaatiota kuvataan vektorilla 𝛉 (Shabana 2020, s. 44–45): 

 𝛉 = [𝜃0 𝜃1 𝜃2 𝜃3]
T (39) 

missä 𝜃0, 𝜃1, 𝜃2 ja 𝜃3 ovat Eulerin parametrejä. Näiden parametrien laskemiseen käytetään 

seuraavia merkintöjä: 

 𝜃0 = cos
𝜃

2
 , 𝜃1 = 𝑣1sin

𝜃

2
 , 𝜃2 = 𝑣2sin

𝜃

2
 , 𝜃3 = 𝑣3sin

𝜃

2
 (40) 

missä 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 ovat yksikkövektorin 𝐯 komponentit ja 𝜃 on kiertokulma. Eulerin paramet-

riesitys saadaan sijoittamalla trigonometrinen yhteys: 

 sin𝜃 = 2 sin
𝜃

2
cos

𝜃

2
 (41) 

Rodriguezin kiertoyhtälöön: 

 𝐀𝑖 = [𝐈 + 2𝐯̃ sin
𝜃

2
(𝐈 cos

𝜃

2
+ 2𝐯̃ sin

𝜃

2
)] (42) 

missä 𝐈 on yksikkömatriisi ja 𝐯̃ on vinosymmetrinen muoto yksikkövektorista 𝐯. Kun Eulerin 

parametrit otetaan huomioon, kiertomatriisi 𝐀𝑖 saadaan kirjoitettua seuraavaan muotoon: 

 𝐀𝑖 = [

1 − 2(𝜃2)
2 − 2(𝜃3)

2 2(𝜃1𝜃2 − 𝜃0𝜃3) 2(𝜃1𝜃3 + 𝜃0𝜃2)

2(𝜃1𝜃2 + 𝜃0𝜃3) 1 − 2(𝜃1)
2 − 2(𝜃3)

2 2(𝜃2𝜃3 − 𝜃0𝜃1)

2(𝜃1𝜃3 − 𝜃0𝜃2) 2(𝜃2𝜃3 + 𝜃0𝜃1) 1 − 2(𝜃1)
2 − 2(𝜃2)

2

] (43) 

Eulerin parametriesitystä käytettäessä lisäksi seuraava rajoiteyhtälö järjestelmän vapausas-

teiden oikean määrän säilyttämiseksi täytyy täyttyä (Korkealaakso, Mikkola, Rantalainen & 

Rouvinen 2009, s. 135): 
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 (𝜃0
𝑖)
2
+ (𝜃1

𝑖)
2
+ (𝜃2

𝑖)
2
+ (𝜃3

𝑖)
2
= 1 (44) 

Eulerin parametriesityksellä kuvattu kiertomatriisi 𝐀𝑖 ei muutu singulaariseksi millään kul-

mayhdistelmillä. Haittapuolena on kuitenkin parametrien selkeästi havainnollistettava fysi-

kaalinen merkitys. Eulerin parametrien ensimmäinen aikaderivaatta 𝛉̇𝑖 ja kulmanopeusvek-

tori 𝛚̅𝑖 liittyvät toisiinsa seuraavan lineaarisen yhteyden kautta (Shabana 2020, s. 44–50): 

 𝛚̅𝑖 = 𝐆𝑖𝛉̇𝑖 (45) 

missä 𝐆𝑖 on lokaali muunnosmatriisi, joka Eulerin parametrejä käytettäessä määritellään 

seuraavasti: 

 𝐆𝑖 = 2 [

−𝜃1
𝑖 𝜃0

𝑖

−𝜃2
𝑖 −𝜃3

𝑖

−𝜃3
𝑖 𝜃2

𝑖

     

𝜃3
𝑖 −𝜃2

𝑖

𝜃0
𝑖 𝜃1

𝑖

−𝜃1
𝑖 𝜃0

𝑖

] (46) 

Yhtälön (38) deformaatiovektorin 𝐮̅𝑓
𝑖  käyttäytyminen voidaan kuvata joukolla rinnakkaisia 

differentiaaliyhtälöitä. Jos muuttujien erottaminen on mahdollista, yhtälöt voidaan muuttaa 

äärettömäksi sarjaksi, joka kuvaa kappaleen muodon muutoksia. Kuitenkin laskennallisista 

syistä äärettömän sarjan käyttö ei ole järkevää joustavien kappaleiden analyysissä. Tämän 

vuoksi vektori 𝐮̅𝑓
𝑖  mallinnetaan käytännössä hyödyntäen elementtimenetelmiä. (Rantalainen 

2012, s. 33.) 

Elementtimenetelmällä muodostettua muotomatriisia hyödyntäen joustavan kappaleen 𝑖 par-

tikkelin 𝑃𝑖 sijaintia globaalissa koordinaatistossa kuvaava yhtälö (38) voidaan kirjoittaa seu-

raavaan muotoon (Shabana 2020, s. 183): 

 𝐫𝑖 = 𝐑𝑖 + 𝐀𝑖(𝐮̅0
𝑖 + 𝐒𝑖𝐪𝑓

𝑖 ) (47) 

missä 𝐒𝑖 on tilasta riippuvainen muotomatriisi. Partikkelin 𝑃𝑖 nopeus 𝐫̇𝑖 voidaan esittää yh-

tälön (48) mukaisesti, kun derivoidaan aseman kuvauksessa käytettävä yhtälö (38) ajan suh-

teen: 

 𝐫̇𝑖 = 𝐑̇𝑖 + 𝐀̇𝑖𝐮̅𝑃
𝑖 + 𝐀𝑖𝐮̇̅𝑃

𝑖  (48) 

missä 𝐑̇𝑖 on kappaleen referenssikoordinaatiston origon absoluuttinen nopeusvektori, 𝐀̇𝑖 on 

kiertomatriisin aikaderivaatta ja 𝐮̇̅𝑃
𝑖  on partikkelin sijaintivektorin aikaderivaatta. Yhtälöstä 

(48) keskimmäinen termi, joka riippuu lokaalin koordinaatiston rotaatiosta sekä kappaleen 

elastisesta muodonmuutoksesta, voidaan esittää myös muodossa (Shabana 2020, s. 186): 
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 𝐀̇𝑖𝐮̅𝑃
𝑖 = −𝐀𝑖𝐮̃̅𝑃

𝑖 𝐆𝑖𝛉̇𝑖 (49) 

Ottamalla huomioon yhtälössä (47) esitetyn jaottelun ja että käytetään 𝐮̇̅0
𝑖 = 0  yhtälön (48) 

vektori 𝐮̇̅𝑃
𝑖  voidaan kirjoittaa muodossa: 

 𝐮̇̅𝑃
𝑖 = 𝐒𝑖𝐪̇𝑓

𝑖  (50) 

missä 𝐪̇𝑓
𝑖  on elastisten koordinaattien aikaderivaatta. Sijoittamalla yhtälöt (49) ja (50) yhtä-

löön (48), partikkelin 𝑃𝑖 nopeuden lausekkeeksi saadaan: 

 𝐫̇𝑖 = 𝐑̇𝑖 −𝐀𝑖 𝐮̃̅𝑃
𝑖 𝐆𝑖𝛉̇𝑖 + 𝐀𝑖𝐒𝑖𝐪̇𝑓

𝑖  (51) 

missä viimeinen termi 𝐀𝑖𝐒𝑖𝐪̇𝑓
𝑖  kuvaa partikkelin nopeutta, joka johtuu pelkästään muodon-

muutoksista. Partikkelin 𝑃𝑖  nopeus voidaan esittää myös matriisimuodossa yleistettyjen 

koordinaattien avulla seuraavasti: 

 𝐫̇𝑖 = [𝚰 −𝐀𝑖𝐮̃̅𝑃
𝑖 𝐆𝑖 𝐀𝑖𝐒𝑖] [

𝐑̇𝑖

𝛉̇𝑖

𝐪̇𝑓
𝑖
] = 𝐋𝑖𝐪̇𝑖 (52) 

missä 𝐋𝑖 on: 

 𝐋𝑖 = [𝚰 −𝐀𝑖𝐮̃̅𝑃
𝑖 𝐆𝑖 𝐀𝑖𝐒𝑖] (53) 

Vastaavasti kiihtyvyys partikkelille 𝑃𝑖 saadaan derivoimalla yhtälö (52) ajan suhteen: 

 𝐫̈𝑖 = 𝐋̇𝑖𝐪̇𝑖 + 𝐋𝑖𝐪̈𝑖 (54) 

missä termi 𝐋̇𝑖𝐪̇𝑖 on corioliskomponentin sisältävä neliöllinen nopeusvektori. Purkamalla 

auki yhtälön (54) lyhennysmerkinnät ja ottamalla huomioon kulmanopeuden sekä orientaa-

tioparametrien identiteetit, kuten Shabana lähteessä (Shabana 2020, s. 46–55) yksityiskoh-

taisesti esittää, saadaan partikkelin kiihtyvyysvektori lopulta kirjoitettua muodossa: 

 𝐫̈𝑖 = 𝐑̈𝑖 +𝛚𝑖 × (𝛚𝑖 × 𝐮𝑃
𝑖 ) + 𝛂𝑖 × 𝐮𝑃

𝑖 + 2𝛚𝑖 × (𝐀𝑖 𝐮̇̅𝑃
𝑖 ) + 𝐀𝑖 𝐮̈̅𝑃

𝑖  (55) 

missä 𝛂𝑖 on kulmakiihtyvyysvektori. Ensimmäinen termi 𝐑̈𝑖 on lokaalin koordinaatiston ab-

soluuttinen kiihtyvyys. Toinen termi, 𝛚𝑖 × (𝛚𝑖 × 𝐮𝑃
𝑖 ) on kiihtyvyyden normaalikompo-

nentti. Kolmas termi, 𝛂𝑖 × 𝐮𝑃
𝑖  on kiihtyvyyden tangenttikomponentti. Neljäs termi, 

2𝛚𝑖 × (𝐀𝑖 𝐮̇̅𝑃
𝑖 ) on kiihtyvyyden corioliskomponentti. Viides termi, 𝐀𝑖𝐮̈̅𝑃

𝑖  on deformaatiosta 

johtuva kiihtyvyys. Jos käsitellään jäykkien kappaleiden tapauksia, neljäs ja viides termi ka-

toavat. (Shabana 2020, s. 187–188.) 
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2.2.2  Kinemaattiset rajoitteet 

Yleistetyt koordinaatit eivät yleensä ole täysin toisistaan riippumattomia. Monikappalejär-

jestelmissä nivelet eli kinemaattiset rajoitteet ja määritellyt liikeradat muodostavat vuoro-

vaikutuksia koordinaattien välille. Tästä syystä yhden järjestelmän kappaleen liike voi ai-

heuttaa liikkeen muissa kappaleissa. Näitä vuorovaikutuksia kuvataan rajoiteyhtälöillä, jotka 

ovat yleistettyjen koordinaattien ja mahdollisesti myös ajan funktioita (Shabana 2020, s. 82–

83): 

 𝐂 (𝑞1 𝑞2, … 𝑞𝑛𝑞 , 𝑡) = 0 (56) 

missä 𝐂 on rajoitevektori, 𝑛𝑞 on yleistettyjen koordinaattien määrä ja 𝑡 on aika. 

Rajoiteyhtälöt määrittävät kinemaattiset liitokset, jotka rajoittavat kappaleiden liikettä mo-

nikappalejärjestelmässä. Riippumattomiksi koordinaateiksi kutsutaan koordinaatteja, joiden 

liike on täysin riippumaton muista koordinaateista. Riippumattomien koordinaattien määrä 

vastaa järjestelmän vapausasteiden määrää. Järjestelmän vapausasteet kuvaavat kaikkia 

mahdollisia tapoja, joilla kappaleet voivat liikkua. Järjestelmän vapausasteiden määrä voi-

daan laskea avaruustapauksessa seuraavasti (Flores 2015, s. 5–6): 

 𝑛𝐷𝑂𝐹 = 6𝑛𝑏 − 𝑛𝑐 (57) 

missä 𝑛𝑏 on monikappalejärjestelmän kappaleiden määrä ja 𝑛𝑐 on rajoiteyhtälöiden luku-

määrä. Jos vapausasteiden määrä on negatiivinen, järjestelmä on ylirajoitettu, mikä tarkoit-

taa, että se ei voi liikkua. Järjestelmän liikemahdollisuuksia kuvaava Jacobian matriisi 𝐂𝐪 

voidaan johtaa hyödyntämällä virtuaalisen siirtymän periaatetta yhtälöön (56) (Shabana 

2020, s. 89): 

 𝐂𝐪 = [

C11 C12 ⋯ C1𝑛
C21 C22 ⋯ C2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

C𝑛𝑐1 C𝑛𝑐2 ⋯ C𝑛𝑐𝑛

] (58) 

Järjestelmän kinemaattiset rajoitteet voidaan huomioida järjestelmän liikeyhtälössä joko si-

joitusmenettelyllä tai käyttämällä Lagrangen kertoimien menetelmää. Sijoitusmenettelyssä 

yleistetyt koordinaatit jaetaan riippuviin ja riippumattomiin komponentteihin, ja rajoiteyhtä-

löt sijoitetaan systeemin liikeyhtälöihin, jolloin saadaan systeemin vapausasteiden määrää 

vastaava määrä liikeyhtälöitä. Menetelmä vähentää käytettävien yhtälöiden lukumäärää, 
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mutta johtaa usein epälineaarisiin ja numeerisesti haastaviin ratkaisuihin, eikä menetelmä 

sisällä rajoitevoimia. Lagrangen kertoimien menetelmässä rajoiteyhtälöt lisätään liikeyhtä-

löihin erillisinä algebrallisina yhtälöinä. Menetelmä ei vähennä differentiaaliyhtälöiden 

määrää, mutta johtaa yksinkertaisempiin yhtälöihin, jotka ovat nopeampia ratkaista ja me-

netelmä sisältää rajoitevoimien kuvaukset. (Shabana 2010, s. 405.) 

Monikappaledynamiikassa mekanismien käsittelyssä tarvittavat nivelet voidaan muodostaa 

kolmen perusrajoitteen yhdistelmillä. Perusrajoitteita ovat kahden pisteen yhteneväisyys 

sekä kaksi erityyppistä kohtisuoruusrajoitetta. (Korkealaakso et al. 2009, s. 138.) Kuvassa 8 

on havainnollistettu kahden pisteen yhteneväisyysrajoite. 

 

 

Kuva 8. Kahden pisteen yhteneväisyys. 

 

Kahden pisteen yhteneväisyysrajoite on yksinkertainen perusrajoite, joka estää kahden kap-

paleen välisen siirtymän. Tämä perusrajoite poistaa järjestelmästä kolme vapausastetta. Ra-

joite voidaan määrittää annetuissa pisteissä 𝑃𝑖 ja 𝑃𝑗 . Pisteiden yhteneväisyyttä kuvaava ra-

joiteyhtälö 𝐂𝑠 voidaan esittää seuraavasti (Korkealaakso et al. 2009, s. 138.): 

 𝐂𝑠 = 𝐑𝑗 + 𝐀𝑗𝐮̅𝑃
𝑗
− 𝐑𝑖 − 𝐀𝑖𝐮̅𝑃

𝑖 = 0 (59) 

missä yläindeksit 𝑗 ja 𝑖 viittaavat kappaleisiin 𝑗 ja 𝑖 vastaavasti. 

Ensimmäinen kohtisuoruusrajoite estää vektorien keskinäisen kiertymisen tasoilla, jotka ei-

vät ole toisiinsa nähden kohtisuorassa. Tämä rajoite poistaa yhden vapausasteen järjestel-

mästä. Ensimmäinen kohtisuoruusrajoite on havainnollistettu kuvassa 9 (a). Toinen 
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kohtisuoruusrajoite eroaa ensimmäisestä siten, että toinen vektoreista on määritelty kappa-

leeseen nähden vakiona, kun taas toinen on määritelty kappaleiden välillä. Tätä rajoitetta 

voidaan kutsua myös pistetasolla rajoitteeksi, koska se sisältää yhden rajoitusyhtälön, joka 

poistaa yhden vapausasteen. Toinen kohtisuoruusrajoite on havainnollistettu kuvassa 9 (b). 

 

 

             (a)     (b) 

Kuva 9. Kohtisuoruutta kuvaavat rajoitteet. 

 

Ensimmäinen kohtisuoruutta kuvaava rajoite 𝐶𝑑1 voidaan esittää yhtälöllä (60) ja toinen 

kohtisuoruutta kuvaava rajoite 𝐶𝑑2 voidaan esittää yhtälöllä (61) (Korkealaakso et al. 2009, 

s. 138–139): 

 𝐶𝑑1 = 𝐯𝑓
𝑖T𝐯𝑓

𝑗
= 𝐯̅𝑓

𝑖T𝐀𝑖
T
𝐀𝑗𝐯̅𝑓

𝑗
= 0 (60) 

 𝐶𝑑2 = 𝐯𝑓
𝑖T𝐝𝑖𝑗 = 𝐯̅𝑓

𝑖T𝐀𝑖
T
(𝐑𝑗 + 𝐀𝑗𝐮̅𝑃

𝑗
− 𝐑𝑖 − 𝐀𝑖𝐮̅𝑃

𝑖 ) = 0 (61) 

Kaupallisen ohjelmiston tapauksessa rajoiteyhtälöiden periaatteita sovelletaan käytännössä 

siten, että kappaleiden väliset liikerajoitukset määritetään valitsemalla sopivia pintoja, akse-

leita tai koordinaatistoja. Esimerkiksi kiertonivelrajoite voidaan luoda ohjelmistossa osoit-

tamalla kaksi akselia, joiden ympärille pyörimisliike sallitaan. Vastaavasti translaationivel 

rajataan valitsemalla liikesuunta kahden pinnan tai reunan avulla. Valintojen perusteella oh-

jelmisto muodostaa matemaattiset rajoiteyhtälöt, jotka otetaan huomioon liikeyhtälöiden rat-

kaisemisessa. 
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2.2.3  Muotojen kuvaus modaalikoordinaateilla 

Tyypillisesti elementtimenetelmien mallit koostuvat suuresta määrästä vapausasteita, mikä 

tekee myös suoran integrointimenetelmän käytöstä hankalaa. Kyseistä ongelmaa voidaan 

lieventää käyttämällä koordinaattien vähennysmenetelmää. Menetelmässä siirrytään solmu-

koordinaateista modaalikoordinaatteihin, mikä johtaa siihen, että järjestelmän siirtymätila 

voidaan kuvata pienemmällä määrällä vapausasteita. (Mikkola 2023, s. 158–159.) 

Monikappaledynamiikassa muotomatriisin tulee erottaa siirtymän ja orientaation kuvaukset 

omiksi komponenteikseen. Tämän mukaisesti muotomatriisi voidaan jakaa kahteen osaan 

seuraavasti: 

 𝚽𝑖 = [
𝚽𝑅
𝑖

𝚽𝜃
𝑖 ] (62) 

missä 𝚽𝑅
𝑖  vastaa solmupisteiden translaatiota ja 𝚽𝜃

𝑖  vastaa solmupisteiden kiertoa. Molem-

mat muotomatriisit voidaan esittää muodonmuutosmoodien yhdistelmänä seuraavasti: 

 

𝚽𝑅
𝑖 = 𝚽𝑅

𝑖 (𝛗𝑅,1, 𝛗𝑅,2⋯𝛗𝑅,𝑛𝑝) 

𝚽𝜃
𝑖 = 𝚽𝜃

𝑖 (𝛗𝜃,1, 𝛗𝜃,2⋯𝛗𝜃,𝑛𝑝) 

(63) 

missä 𝛗𝑅 on translaatiota kuvaavia komponentteja, 𝛗𝜃 kiertoa kuvaavia komponentteja ja 

𝑛𝑝 on modaalikoordinaattien määrä. Näin ollen deformaatiovektori 𝐮̅𝑓
𝑖  voidaan esittää mo-

daalikoordinaateissa modaalimatriisin avulla seuraavasti: 

 𝐮̅𝑓
𝑖 ≈∑𝛗𝑅,𝑗

𝑖 𝑝𝑗
𝑖 =

𝑛𝑝

𝑗=1

𝚽𝑅
𝑖 𝐩𝑖 (64) 

missä 𝐩𝑖 on modaalikoordinaattien vektori ja indeksi 𝑗 viittaa tiettyyn muodonmuutosmoo-

diin. (Mikkola 2023, s. 189.)  

Kun muodonmuutosmuotoja käytetään kelluvan koordinaatiston menetelmän yhteydessä, 

kappaleen muodonmuutoksesta johtuvat kiertokoordinaatit jätetään yleensä huomioimatta. 

Kiertotiloja voidaan kuitenkin käyttää pyörimisvapausasteisiin sovellettavien rajoitusyhtä-

löiden kuvauksessa. Pyörimismuotomatriisi 𝚽𝜃
𝑖  voidaan approksimoida seuraavasti: 
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 𝛆𝑓
𝑖 ≈∑𝛗𝜃,𝑗

𝑖 𝑝𝑗
𝑖 =

𝑛𝑝

𝑗=1

𝚽𝜃
𝑖 𝐩𝑖 (65) 

missä 𝛆𝑓
𝑖  on deformaation aiheuttama suunnanmuutos. Kiertomatriisi 𝐀𝑓

𝑖  joka kuvaa partik-

kelin 𝑃𝑖 sijainnissa tapahtuvaa muodonmuutoksesta johtuvaa suuntautumista suhteessa re-

ferenssikoordinaatistoon, voidaan muodostaa seuraavasti: 

 𝐀𝑓
𝑖 = 𝚰 + 𝛆̃𝑓

𝑖  (66) 

missä 𝚰 on (3x3) yksikkömatriisi ja 𝛆̃𝑓
𝑖  on vinosymmetrinen muoto deformaation aiheutta-

masta suunnanmuutoksesta. Partikkelin 𝑃𝑖 suuntautuminen referenssikoordinaatistossa voi-

daan ilmaista seuraavasti: 

 𝛖𝑓
𝑖 = 𝐀𝑓

𝑖 𝛖̅0
𝑖  (67) 

missä 𝛖0
𝑖  on sijainnin suuntautuminen muodonmuutoksettomassa tilassa. (Korkealaakso et 

al. 2009, s. 136.) 

2.2.4  Virtuaalinen työ 

D'Alembertin periaate muodostaa perustan Lagrangen kehittämälle virtuaalityömenetel-

mälle, jota voidaan käyttää järjestelmien liikeyhtälöiden johtamiseen. Virtuaalityön periaate 

perustuu virtuaaliseen siirtymään, eli äärettömän pieneen ja kuvitteelliseen koordinaattimuu-

tokseen, joka on järjestelmän rajoitusten mukainen ja jossa aika oletetaan pysyväksi (Sha-

bana 2018, s. 29–30). Kappaleeseen 𝑖 vaikuttavien voimien virtuaalityö voidaan kirjoittaa 

seuraavasti (Shabana 2020, s. 211): 

 𝛿𝑊𝑖 = 𝛿𝑊𝑠
𝑖 + 𝛿𝑊𝑒

𝑖 (68) 

missä 𝛿𝑊𝑖 on virtuaalinen työ kaikista voimista, jotka vaikuttavat kappaleeseen 𝑖. 𝛿𝑊𝑠
𝑖 on 

kappaleen muodonmuutoksesta johtuvien elastisten voimien virtuaalityö ja 𝛿𝑊𝑒
𝑖 on kappa-

leeseen kohdistuvien ulkoisten voimien tekemä virtuaalinen työ. 

Elastisten voimien virtuaalinen työ voidaan esittää seuraavasti (Shabana 2020, s. 202): 

 𝛿𝑊𝑠
𝑖 = − 𝐪𝑖

T
𝐊𝑖𝛿𝐪𝑖 (69) 
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Yhtälö (69) voidaan esittää käyttäen modaalikoordinaatteja ja elementtimenetelmällä muo-

dostettua jäykkyysmatriisia seuraavassa muodossa: 

 𝛿𝑊𝑠
𝑖 = −[𝐑𝑖

T
𝛉𝑖
T

𝐩𝑖
T] [

0 0 0
0 0 0
0 0 𝐊̂𝑑

𝑖
] [
𝛿𝑹𝑖

𝛿𝛉𝑖

𝛿𝐩𝑖
] (70) 

missä 𝐊̂𝑑
𝑖  on elementtimenetelmällä muodostettu jäykkyysmatriisi. Yhtälö (70) voidaan esit-

tää yhtälön (71) muodossa, koska joustavan kappaleen jäykkyys on sidoksissa yleistettyihin 

modaalikoordinaatteihin 𝐩𝑖 eikä modaalikoordinaateilla esiinny kytkentää muihin yleistet-

tyihin koordinaatteihin. 

 𝛿𝑊𝑠
𝑖 = − 𝐩𝑖

T
𝐊̂𝑑
𝑖 𝛿𝐩𝑖 (71) 

Jolloin elastisten voimien vektori 𝐐𝑓
𝑖  voidaan kirjoittaa muodossa: 

 𝐐𝑓
𝑖 = ⌈

0
0

𝐊̂𝑑
𝑖 𝐩𝑖

⌉ (72) 

Ulkoisten voimien tekemä virtuaalinen työ voidaan kirjoittaa seuraavasti (Mikkola 2023, s. 

184): 

 𝛿𝑊𝑒
𝑖 = 𝐅𝑒

𝑖T𝛿𝐫𝑖 (73) 

missä 𝛿𝐫𝑖 on virtuaalinen siirtymävektori, joka määrittää partikkelin virtuaalisiirtymän voi-

man suunnassa ja joka voidaan kirjoittaa: 

 𝛿𝐫𝑖 =
 𝛿𝐫𝑖

𝛿𝐪𝑖
𝛿𝐪𝑖 (74) 

Ottamalla huomioon partikkelin aseman kuvaus ja yleistetyt koordinaatit, saadaan yhtälö 

(74) johdettua muotoon: 

 
 𝛿𝐫𝑖

𝛿𝐪𝑖
𝛿𝐪𝑖 = [𝚰 −𝐀𝑖 𝐮̃̅𝑃

𝑖 𝐆𝑖 𝐀𝑖𝚽𝑅
𝑖 ] [

𝛿𝐑𝑖

𝛿𝛉𝑖

𝛿𝐩𝑖
] = 𝐋𝑖𝛿𝐪𝑖 (75) 

missä merkintä 𝐋𝑖 on: 

 𝐋𝑖 =
 𝛿𝐫𝑖

𝛿𝐪𝑖
= [𝚰 −𝐀𝑖𝐮̃̅𝑃

𝑖 𝐆𝑖 𝐀𝑖𝚽𝑅
𝑖 ] (76) 
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Sijoittamalla yhtälö (74) yhtälöön (73) ulkoisten voimien tekemä virtuaalityö voidaan kir-

joittaa uudelleen seuraavasti: 

 𝛿𝑊𝑒
𝑖 = 𝐅𝑒

𝑖T
 𝛿𝐫𝑖

𝛿𝐪𝑖
𝛿𝐪𝑖 = 𝐐𝑒

𝑖 T𝛿𝐪𝑖 (77) 

missä 𝐐𝑒
𝑖  on ulkoisten voimien vektori, joka voidaan esittää seuraavasti: 

 𝐐𝑒
𝑖 = [

𝐐𝑒,𝑅
𝑖

𝐐𝑒,𝜃
𝑖

𝐐𝑒,𝑝
𝑖

] (78) 

missä 𝐐𝑒,𝑅
𝑖  on translaatiokomponentti, 𝐐𝑒,𝜃

𝑖  on rotaatiokomponentti ja 𝐐𝑒,𝑝
𝑖  on elastinen 

komponentti ulkoisista voimista muodostetussa yleistetyssä voimavektorissa. Yhtälön (78) 

komponentit saadaan, kun esitetään ulkoisten voimien vektori muodossa: 

 𝐐𝑒
𝑖 = (

𝛿𝐫𝑖

𝛿𝐪𝑖
)

T

𝐅𝑒
𝑖  (79) 

Sijoittamalla 
𝛿𝐫𝑖

𝛿𝐪𝑖
 yhtälön (76) mukaisesti yhtälöön (79), yleistetyt ulkoiset voimat voidaan 

esittää matriisimuodossa: 

 𝐐𝑒
𝑖 = [𝚰 −𝐀𝑖 𝐮̃̅𝑃

𝑖 𝐆𝑖 𝐀𝑖𝚽𝑅
𝑖 ]T𝐅𝑒

𝑖 = [

𝐅𝑒
𝑖

(−𝐀𝑖𝐮̃̅𝑃
𝑖 𝐆𝑖)T𝐅𝑒

𝑖

𝚽𝑅
𝑖 T𝐀𝑖

T
𝐅𝑒
𝑖

] (80) 

Vastaavasti virtuaaliseen työhön liittyvä yleistetty voimavektori voidaan muodostaa sijoit-

tamalla yhtälöt (69) ja (77) alkuperäiseen virtuaalisen työn tasapainoyhtälöön (68), jolloin 

saadaan: 

 𝛿𝑊𝑖 = − 𝐪𝑖
T
𝐊𝑖𝛿𝐪𝑖 + 𝐐𝑒

𝑖 T𝛿𝐪𝑖 (81) 

ja joka voidaan kirjoittaa: 

 𝛿𝑊𝑖 = 𝐐𝑖
T
𝛿𝐪𝑖 (82) 

missä 𝐐𝑖 on kappaleen 𝑖 koordinaatteihin liittyvien yleistettyjen voimien vektori, joka anne-

taan muodossa: 

 𝐐𝑖 = −𝐊𝑖𝐪𝑖 + 𝐐𝑒
𝑖  (83) 
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D’Alembertin periaatteen mukaan inertiaaliset voimat voidaan käsitellä samalla tavalla kuin 

ulkoiset voimat, joten kappaleen 𝑖 inertiaaliset voimat voidaan kirjoittaa seuraavasti (Mik-

kola 2023, s. 174): 

 𝐅𝑖𝑛𝑒𝑟
𝑖 = ∫ 𝜌𝑖 𝐫̈𝑖𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
 (84) 

D’Alembertin periaatteen soveltamisen myötä inertiavoimien tekemä virtuaalinen työ voi-

daan esittää seuraavasti: 

 𝛿𝑊𝑖𝑛𝑒𝑟
𝑖 = ∫ 𝜌𝑖𝛿𝐫𝑖

T
𝐫̈𝑖𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
 (85) 

Sijoittamalla virtuaalinen siirtymä yhtälöstä (76) virtuaalisen työn yhtälöön (85) sekä erot-

telemalla kiihtyvyyteen ja nopeuden neliölliseen vektoriin liittyvät termit, saadaan seuraava 

esitys: 

 𝛿𝑊𝑖𝑛𝑒𝑟
𝑖 = 𝛿𝐪𝑖[𝐌𝑖𝐪̈𝑖 + 𝐐𝑣

𝑖 ] (86) 

missä 𝐐𝑣
𝑖  on nopeuden neliöllinen vektori. 

Yhtälön (86) massamatriisi 𝐌𝑖 voidaan muodostaa seuraavasti (Rantalainen, Mikkola, Moi-

sio & Marquis 2013, s. 322): 

 𝐌𝑖 = ∫ 𝜌𝑖 [

𝚰 −𝐀𝑖𝐮̃̅𝑃
𝑖 𝐆𝑖 𝐀𝑖𝚽𝑅

𝑖

−𝐆𝑖 𝐮̃̅𝑃
𝑖 𝐮̃̅𝑃

𝑖 𝐆𝑖 𝐆𝑖
T
𝐮̃̅𝑃
𝑖 𝚽𝑅

𝑖

𝑠𝑦𝑚𝑚. 𝚽𝑅
𝑖 T𝚽𝑅

𝑖

]
𝑉𝑖

𝑑𝑉𝑖 (87) 

ja nopeuden neliöllinen vektori 𝐐𝑣
𝑖 : 

 𝐐𝑣
𝑖 = ∫ 𝜌𝑖 [

𝐀𝑖𝛚̃̅𝑖𝛚̃̅𝑖𝐮̅𝑃
𝑖 + 2𝐀𝑖𝛚̃̅𝑖𝚽𝑅

𝑖 𝐩̇𝑖

−𝐮̃̅𝑃
𝑖 T𝛚̃̅𝑖𝛚̃̅𝑖𝐮̅𝑃

𝑖 𝐆𝑖 − 2𝐮̃̅𝑃
𝑖 T𝛚̃̅𝑖𝚽𝑅

𝑖 𝐩̇𝑖𝐆𝑖

𝚽𝑅
𝑖 T𝛚̃̅𝑖𝛚̃̅𝑖𝐮̅𝑃

𝑖 + 2𝚽𝑅
𝑖 T𝛚̃̅𝑖𝚽𝑅

𝑖 𝐩̇𝑖
]

𝑉𝑖
𝑑𝑉𝑖 (88) 

Massamatriisi ja nopeuden neliöllinen vektori sisältävät molemmat osia, jotka pysyvät vaki-

oina ajan suhteen. Laskennan tehostamiseksi näitä osia ei tarvitse laskea jokaisella aika-as-

keleella. Massamatriisin tapauksessa vakio-osia kutsutaan invarianteiksi, ja koska ne eivät 

muutu ajan myötä, ne tarvitsevat laskea vain kerran simulaation alussa. 
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2.2.5  Massamatriisi ja invariantit 

Kineettinen energia 𝑇𝑖 joustavalle kappaleelle voidaan kirjoittaa muodossa (Shabana 2020, 

s. 190): 

 𝑇𝑖 =
1

2
∫ 𝜌𝑖𝐫̇𝑖

T

𝑉𝑖
𝐫̇𝑖𝑑𝑉𝑖 (89) 

Sijoittamalla partikkelin nopeuden yhtälö (52) yhtälöön (89) saadaan kineettisen energian 

lauseke johdettua muotoon: 

 𝑇𝑖 =
1

2
∫ 𝜌𝑖𝐪̇𝑖

T
𝐋𝑖
T
𝐋𝑖

𝑉𝑖
𝐪̇𝑖𝑑𝑉𝑖 (90) 

Koska yleistettyjen koordinaattien kokonaisvektorin oletetaan olevan ajasta riippuvainen ja 

massatiheys voi riippua pisteen sijainnista, kineettinen energia voidaan kirjoittaa: 

 𝑇𝑖 =
1

2
𝐪̇𝑖
T
[∫ 𝜌𝑖𝐋𝑖

T
𝐋𝑖

𝑉𝑖
𝑑𝑉𝑖] 𝐪̇𝑖 =

1

2
𝐪̇𝑖
T
𝐌𝑖𝐪̇𝑖 (91) 

missä 𝐋𝑖 on määritelty yhtälön (53) mukaisesti. Yhtälön massamatriisi 𝐌𝑖 voidaan jakaa 

komponentteihin seuraavasti (Orzechowski et al. 2017, s. 1956): 

 𝐌𝑖 = [

𝐌𝑅𝑅
𝑖 𝐌𝑅𝜃

𝑖 𝐌𝑅𝑝
𝑖

𝐌𝜃𝜃
𝑖 𝐌𝜃𝑝

𝑖

𝑠𝑦𝑚𝑚. 𝐌𝑝𝑝
𝑖

] (92) 

missä osamatriisien alaindekseillä 𝑅, 𝜃 ja 𝑝 viitataan translaatio-, rotaatio- ja modaalikoor-

dinaatteihin vastaavasti. Nämä osamatriisit koostuvat ajasta riippuvista ja ajasta riippumat-

tomista termeistä. Käyttäen Eulerin parametrejä osamatriisit määritellään seuraavasti: 

 𝐌𝑅𝑅
𝑖 = ∫ 𝜌𝑖

𝑉𝑖
𝚰𝑑𝑉𝑖 = 𝚰1𝑖𝚰 (93) 

 𝐌𝑅𝜃
𝑖 = −∫ 𝜌𝑖

𝑉𝑖
𝐀𝑖(𝐮̃̅0

𝑖 + 𝚽̃𝑅
𝑖 𝐩𝑖)𝐆𝑖𝑑𝑉𝑖 = −𝐀𝑖𝚰2𝑖 +∑𝚰𝑗

3𝑖

𝑛𝑝

𝑗=1

𝑝𝑗
𝑖𝐆𝑖 (94) 

 𝐌𝑅𝑝
𝑖 = ∫ 𝜌𝑖𝐀𝑖𝚽𝑅

𝑖

𝑉𝑖
𝑑𝑉𝑖 = 𝐀𝑖𝚰3𝑖 (95) 
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𝐌𝜃𝜃
𝑖 = ∫ 𝜌𝑖

𝑉𝑖
𝐆𝑖

T
(𝐮̃̅0

𝑖 + 𝚽̃𝑅
𝑖 𝐩𝑖)

T
(𝐮̃̅0

𝑖 + 𝚽̃𝑅
𝑖 𝐩𝑖)𝐆𝑖𝑑𝑉𝑖 

= 𝐆𝑖
T
[𝚰7𝑖 − [𝚰𝑗

8𝑖 − 𝚰8𝑖
T
] 𝑝𝑗 − 𝚰𝑗

9𝑖𝑝𝑗𝑝𝑘] 𝐆
𝑖 

(96) 

 𝐌𝜃𝑝
𝑖 = −∫ 𝜌𝑖𝐆𝑖

T
(𝐮̃̅0

𝑖 + 𝚽̃𝑅
𝑖 𝐩𝑖)

T
𝚽𝑅
𝑖 𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
= 𝐆𝑖

T
[𝚰4𝑖 + 𝚰𝑗

5𝑖𝑝𝑗] (97) 

 𝐌𝑝𝑝
𝑖 = −∫ 𝜌𝑖𝚽𝑅

𝑖 T𝚽𝑅
𝑖 𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
= 𝚰6𝑖 (98) 

Yhtälöissä (93)-(98) termit 𝚰1… 𝚰9 ovat invariantteja. Invariantit ovat ajasta riippumattomia 

termejä, jotka voidaan laskea tilavuusintegraaleina tai diskreetin elementtimenetelmän ta-

pauksessa summina. Ensimmäinen invariantti 𝚰1 on vakioskalaari, joka kuvaa kappaleen ko-

konaismassaa, ja se saadaan seuraavasta yhtälöstä: 

 𝚰1𝑖 = ∫ 𝜌𝑖𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
≅∑𝑚𝑖

𝑛𝑆

𝑖=1

 (99) 

missä 𝑛𝑆 on solmujen määrä ja 𝑚𝑖 on solmun 𝑖 massa. 

Invariantti 𝚰2, ensimmäinen staattinen momentti: 

 𝚰2𝑖 = ∫ 𝜌𝑖𝐮̅0
𝑖 𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
≅∑𝑚𝑖𝐮̅0,𝑖

𝑖

𝑛𝑆

𝑖=1

 (100) 

𝚰3, painopisteen korjaus johtuen deformaatiosta: 

 𝚰𝑗
3𝑖 = ∫ 𝜌𝑖𝛗𝑅,𝑗

𝑖 𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
≅∑∑𝑚𝑖𝜑𝑅,𝑖𝑗

𝑖

𝑛𝑝

𝑗=1

𝑛𝑆

𝑖=1

 (101) 

missä 𝑛𝑝 on moodien lukumäärä. 𝚰4, joka kuvaa deformaation ja rotaation kytkentää: 

 𝚰4𝑖 = ∫ 𝜌𝑖 𝐮̃̅0
𝑖𝚽𝑅

𝑖 𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
≅∑𝑚𝑖𝐮̃̅0,𝑖

𝑖 𝚽𝑅,𝑖
𝑖

𝑛𝑆

𝑖=1

 (102) 

Deformaation ja rotaation toisen asteen korjaus 𝚰5: 

 𝚰𝑗
5𝑖 = ∫ 𝜌𝑖𝛗̃𝑅,𝑗

𝑖 𝚽𝑅
𝑖 𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
≅∑∑𝑚𝑖𝜑𝑅,𝑖𝑗

𝑖 𝚽𝑅,𝑖
𝑖

𝑛𝑝

𝑗=1

𝑛𝑆

𝑖=1

  (103) 

Joustavan kappaleen modaalimassa 𝚰6: 
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 𝚰6𝑖 = ∫ 𝜌𝑖𝚽𝑖T𝚽𝑖𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
≅∑𝑚𝑖𝚽𝑅,𝑖

𝑖 T
𝚽𝑅,𝑖
𝑖

𝑛𝑆

𝑖=1

 (104) 

Joustavan kappaleen hitausmomentti 𝚰7: 

 𝚰7𝑖 = ∫ 𝜌𝑖 𝐮̃̅0
𝑖 T𝐮̃̅0

𝑖 𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
≅∑𝑚𝑖𝐮̃̅0,𝑖

𝑖 T
𝐮̃̅0,𝑖
𝑖

𝑛𝑆

𝑖=1

 (105) 

Hitausmomentin ensimmäisen asteen korjaus 𝚰8: 

 𝚰𝑗
8𝑖 = ∫ 𝜌𝑖 𝐮̃̅0

𝑖 T𝛗̃𝑅,𝑗
𝑖 𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
≅∑∑𝑚𝑖 𝐮̃̅0

𝑖𝜑𝑅,𝑖𝑗
𝑖

𝑛𝑝

𝑗=1

𝑛𝑆

𝑖=1

 (106) 

Hitausmomentin toisen asteen korjaus 𝚰9: 

 𝚰𝑗𝑘
9𝑖 = ∫ 𝜌𝑖𝛗̃𝑗

𝑖 𝛗̃𝑘
𝑖 𝑑𝑉𝑖

𝑉𝑖
≅∑∑∑𝑚𝑖𝜑𝑅,𝑖𝑗

𝑖 𝜑𝑅,𝑖𝑘
𝑖

𝑛𝑝

𝑘=1

𝑛𝑝

𝑗=1

𝑛𝑆

𝑖=1

 (107) 

(Rantalainen 2012, s. 44–47; Orzechowski et al. 2017, s. 1956–1958; Mikkola 2023, s. 174–

178.) 

Työn yhteydessä invarianttien laskentaperiaatteita hyödynnetään käytännössä osarakenne-

menetelmän osana joustavien kappaleiden mallinnuksessa. Invariantit lasketaan vain kerran 

ohjelmistossa osarakennemenetelmän luontivaiheessa (ANSYS Inc. 2024, s. 639). 

2.2.6  Järjestelmän liikeyhtälöt 

Monikappalejärjestelmän liikeyhtälö voidaan johtaa Lagrangen yhtälöstä, joka voidaan esit-

tää seuraavasti (Shabana 2020, s. 211): 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝐪̇
)
T

− (
𝜕𝑇

𝜕𝐪
)
T

+ 𝐂𝐪
T𝛌 = 𝐐 (108) 

missä 𝐂𝐪 on rajoitteiden Jacobin matriisi ja 𝛌 on vektori Lagrangen kertoimista. Käyttämällä 

yhtälön (91) yleistä ilmaisua kineettisestä energiasta ja kirjoittamalla yhtälön (108) kaksi 

vasemmanpuoleista termiä seuraavasti: 
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𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝐪̇
)
T

− (
𝜕𝑇

𝜕𝐪
)
T

= 𝐌𝐪̈ + 𝐌̇𝐪̇ − [
𝜕

𝜕𝐪
(
1

2
𝐪̇T𝐌𝐪̇)]

T

 
(109) 

ja lisäksi määrittelemällä neliöllinen nopeusvektori seuraavasti: 

 𝐐𝑣 = −𝐌̇𝐪̇ +
1

2
[
𝜕

𝜕𝐪
(𝐪̇T𝐌𝐪̇)]

T

 (110) 

saadaan yhtälö (109) kirjoitettua muotoon: 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝐪̇
)
T

− (
𝜕𝑇

𝜕𝐪
)
T

= 𝐌𝐪̈ − 𝐐𝑣 (111) 

Käyttämällä yhtälöitä (111), (83) ja (108) saadaan järjestelmän liikeyhtälö kirjoitettua muo-

dossa: 

 𝐌𝐪̈ + 𝐊𝐪 + 𝐂𝐪
T𝛌 = 𝐐𝑒 + 𝐐𝑣 (112) 

Kun jaetaan yleistetyt koordinaatit referenssikoordinaatteihin 𝐪𝑟 ja muodonmuutosta kuvaa-

viin koordinaatteihin 𝐩, yhtälö (112) voidaan uudelleenkirjoittaa seuraavasti: 

 [
𝐌𝑟𝑟 𝐌𝑟𝑝

𝑠𝑦𝑚𝑚. 𝐌𝑝𝑝
] [
𝐪̈𝑟
𝐩̈
] + [

0 0
0 𝐊

] [
𝐪𝑟
𝐩 ] + [

𝐂𝐪,𝑟
T

𝐂𝐪,𝑝
T ] 𝛌 = [

(𝐐𝑒)𝑟
(𝐐𝑒)𝑝

] + [
(𝐐𝑣)𝑟
(𝐐𝑣)𝑝

] (113) 

Ottamalla huomioon rajoitteisiin liittyvä vektori 𝐐𝑐 saadaan liikeyhtälö johdettua muotoon: 

 [

𝐌𝑟𝑟 𝐌𝑟𝑝 𝐂𝐪,𝑟
T

𝐌𝑝𝑝 𝐂𝐪,𝑝
T

𝑠𝑦𝑚𝑚. 0

] [
𝐪̈𝑟
𝐩̈
𝛌

] = [

(𝐐𝑒)𝑟 + (𝐐𝑣)𝑟
(𝐐𝑒)𝑝 + (𝐐𝑣)𝑝 − 𝐊𝐩

𝐐𝑐

] (114) 

missä rajoitteisiin liittyvä vektori 𝐐𝑐 on: 

𝐐𝑐 = −𝐂𝑡𝑡 − 2𝐂𝐪𝑡𝐪̇ − (𝐂𝐪𝐪̇)𝐪
𝐪̇. (115) 

Yhtälöstä (114) tuntemattomat kiihtyvyydet 𝐪̈𝑟 sekä 𝐩̈ ja Lagrangen kertoimet 𝛌 voidaan 

ratkaista seuraavasti: 

 [
𝐪̈𝑟
𝐩̈
𝛌

] = [

𝐌𝑟𝑟 𝐌𝑟𝑝 𝐂𝐪,𝑟
T

𝐌𝑝𝑝 𝐂𝐪,𝑝
T

𝑠𝑦𝑚𝑚. 0

]

−1

[

(𝐐𝑒)𝑟 + (𝐐𝑣)𝑟
(𝐐𝑒)𝑝 + (𝐐𝑣)𝑝 − 𝐊𝐩

𝐐𝑐

] (116) 

(Shabana 2020, s. 230–233.) 
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2.3  Kontaktien mallinnus 

Kontaktien mallinnuksessa keskeisiä osa-alueita ovat kontaktin tunnistus eli kontaktitilan-

teen havaitseminen sekä kontaktitapahtuman mallintaminen. Käytettävässä ANSYS-ohjel-

mistossa kontaktin tunnistus on toteutettu kaksivaiheisella tunnistusprosessilla, johon kuu-

luu globaali haku ja paikallinen haku. Ensimmäisessä vaiheessa, globaalissa haussa kappa-

leet jaetaan hierarkkisesti osaruudukoihin, joka mahdollistaa rajaamaan mahdolliset kontak-

tialueet. Toisessa vaiheessa suoritetaan paikallinen haku niillä alueilla, jotka globaali haku 

on tunnistanut. Paikallisessa haussa pisteiden välisiä etäisyyksiä ja suunnattuja pintoja ver-

rataan. Tässä vaiheessa mallin geometrian yksityiskohdat otetaan tarkemmin huomioon. Lo-

pullinen kontaktipari löydetään etsimällä tarkin kohta, jossa kappaleiden pinnat kohtaavat. 

Kyseinen kohta määritellään tarkalla piste- ja suuntatiedolla. (ANSYS Inc. 2021, s. 3.) 

Kuvassa 10 on esitetty periaate globaalista ja paikallisesta hausta alaohjainten sekä kiskopro-

fiilin kontaktin tunnistukseen. Kuvassa havainnollistetaan kappaleiden jakoa hierarkkisesti 

osaruudukkoihin ja siitä seuraavaa tarkempaa paikallisen haun periaatetta. 

 

 

Kuva 10. Globaalin ja paikallisen haun periaate kontaktin tunnistukseen. 

 

Paikallinen haku voidaan perustaa joko geometriapohjaiseen tai elementtiverkon solmupis-

teiden vertailuun. Molemmissa tapauksissa kontaktipinnat muodostetaan elementtiverkon 

avulla. Geometriapohjaisessa vertailussa elementtiverkkoa käytetään kosketuspisteiden al-

kuperäisten sijaintien ja lukumäärän määrittämiseen kappaleiden välillä, minkä jälkeen pis-

teet projisoidaan takaisin alkuperäiseen CAD-geometriaan. (ANSYS Inc. 2024, s. 652.) 
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Geometriapohjainen vertailu voidaan toteuttaa facet-tyyppisenä, jolloin kontaktipinta ap-

proksimoidaan useilla kolmioilla, tai vaihtoehtoisesti se voidaan toteuttaa NURBS-tyyppi-

senä (Non-Uniform Rational B-Spline) kontaktipinnan esityksenä, jossa kontaktipintaa ku-

vataan kaarevien funktioiden avulla (ANSYS Inc. 2021, s. 4). Kuvassa 11 (a) on havainnol-

listettu facet-tyyppinen kontaktipinnan esitys ja kuvassa 11 (b) NURBS-tyyppinen esitys. 

 

                

             (a)     (b) 

Kuva 11. Facet- ja NURBS-tyyppinen kontaktipintojen esitys. 

 

Kuvan 11 (a) facet-tyyppinen kontaktipinnan esitys perustuu polynomifunktion käyttöön, ja 

se saadaan muodostettua seuraavan yhtälön mukaisesti (ANSYS Inc. 2021, s. 4): 

 𝐑𝑃𝑖 = 𝐛0 + 𝐛1𝑣
𝑖 + 𝐛2𝑤

𝑖 + 𝐛3𝑣
𝑖𝑤𝑖 + 𝐛4𝑣

𝑖2 + 𝐛5𝑤
𝑖2 +⋯ (117) 

missä 𝐛0…𝐛5 ovat polynomin kertoimet ja 𝑣𝑖 sekä 𝑤𝑖 ovat parametriset koordinaatit kon-

taktipinnalla. Kuvauksessa käytettävät vektorit 𝐭𝑣
𝑃𝑖 , 𝐭𝑤

𝑃𝑖 ja 𝐧𝑃𝑖 lasketaan seuraavasti: 

 

𝐭𝑣
𝑃𝑖  =

𝜕𝐑𝑃𝑖

𝜕𝑣𝑖
 

𝐭𝑤
𝑃𝑖  =

𝜕𝐑𝑃𝑖

𝜕𝑤𝑖
 

𝐧𝑃𝑖  = 𝐭𝑣
𝑃𝑖̃𝐭𝑤

𝑃𝑖 

(118) 

Kuvan 11 (b) NURBS-tyyppinen kontaktipinnan esitys saadaan seuraavasti: 

𝐑𝑃 =∑
𝑁𝑘
𝑖(𝑣)𝑁𝑘

𝑖(𝑤)𝜒𝑖𝑃𝑖

𝑅𝑗

𝑛

𝑖=0

 (119) 
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missä 𝑁𝑘
𝑖(𝑣) ja 𝑁𝑘

𝑖(𝑤) ovat B-Spline perusfunktioita suunnassa 𝑣 ja 𝑤, alaindeksi 𝑘 määrit-

tää kuinka laaja tai sileä funktio on, 𝑃𝑖 on ohjauspiste ja 𝜒𝑖 on painokerroin ohjauspisteelle. 

Yhtälössä (119) nimittäjänä käytetty 𝑅𝑗 saadaan seuraavasti: 

𝑅𝑗 =∑𝑁𝑘
𝑗(𝑣)𝑁𝑘

𝑗(𝑤)𝜒𝑗
𝑛

𝑗=0

 (120) 

Käytettävän esityksen valintaan vaikuttaa se, minkä tyyppisten kappaleiden kontakteja käsi-

tellään. Tällä hetkellä käytettävässä ohjelmistossa voidaan käyttää NURBS-tyyppistä kon-

taktipintojen esitystä vain, kun käsitellään jäykkien kappaleiden välisiä kontakteja. 

Kappaleiden välillä tapahtuvia kontaktivuorovaikutuksia voidaan mallintaa useilla eri me-

netelmillä. Rangaistusmenetelmässä vuorovaikutus kuvataan rangaistusvoimien avulla. 

Vaihtoehtoisesti voidaan käyttää rajoitteisiin pohjautuvaa lähestymistapaa tai näiden yhdis-

telmiä. Rangaistusmenetelmässä kontaktirajoitteen rikkominen sallitaan tietyssä määrin ja 

kappaleiden välinen penetraatio kompensoidaan siihen verrannollisella rangaistusvoimalla. 

Menetelmässä rangaistusvoima määritellään penetraation funktiona seuraavasti (Flores & 

Lankarani 2016, s. 19): 

 𝐹𝑁(𝑥) = 𝑘𝑥n (121) 

missä 𝑘 on kontaktin jäykkyys ja eksponentti n vaikuttaa rangaistusvoimaan, kun penetraatio 

kasvaa. Lähestymistapa on yksinkertainen, mutta samalla se on myös altis numeerisille vir-

heille sekä aika-askeleen määritykselle. Menetelmässä jäykkyyden määrittäminen on tär-

keää, sillä se vaikuttaa sallittuun penetraatioon. Kontaktin jäykkyyteen vaikuttavat kappa-

leiden materiaaliparametrit sekä geometria. (Flores & Lankarani 2016, s. 20.) 

Rajoitteisiin perustuvassa menetelmässä kontakti käsitellään rajoite-ehtona, jolloin kappa-

leiden välistä penetraatiota ei sallita lainkaan. Tämä tekee kontaktin kuvaamisesta tarkem-

paa, mutta vaatii liikeyhtälöiden jatkuvaa päivittämistä ja on siten laskennallisesti ras-

kaampi. Myös aika-askeleen pituus vaikuttaa menetelmän tarkkuuteen. Menetelmän yhtey-

dessä voi esiintyä myös ongelmia, jos kosketuspisteet vaihtelevat nopeasti avoimen ja sulje-

tun tilan välillä, mikä voi vaikeuttaa ratkaisun konvergenssia (ANSYS Inc. 2024, s. 1130). 

Kuvassa 12 (a) on visuaalisesti havainnollistettu rangaistusmenetelmän ja 12 (b) rajoitteisiin 

perustuvan menetelmän periaate. Kuvasta 12 (a) voidaan nähdä, että penetraatio tarkoittaa 

sitä, että kappaleet voivat mennä osittain sisäkkäin kontaktitilanteessa. Kuvassa 12 (b) 
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kappaleet on rajoitettu rajoitetoleranssialueen sisälle, jolloin kappaleiden välistä penetraa-

tiota ei tapahdu. 

 

                                    

             (a)     (b) 

Kuva 12. Kontaktimenetelmien periaate. 

 

Rangaistusmenetelmän ja Lagrangen kertoimiin perustuvan menetelmän yhdistelmässä, 

kontaktiehdon täyttymistä valvotaan iteratiivisesti. Menetelmässä kontaktin normaalivoi-

man laskentaa täydennetään säätämällä Lagrangen kertoimia kunkin iteraatiovaiheen aikana 

kontaktiehdon rikkomisen perusteella seuraavasti (ANSYS Inc. 2025, s. 591): 

 𝐹𝑁 = {
𝑘𝑁𝑥𝑁 + 𝜆𝑖+1      𝑗𝑜𝑠  𝑥 ≤ 0 
0                        𝑗𝑜𝑠  𝑥 > 0

 (122) 

missä 𝜆𝑖+1 on Lagrangen kerroin iteraatiossa 𝑖 + 1, joka määritellään: 

 𝜆𝑖+1 = {
𝜆𝑖 + 𝑘𝑁𝑥𝑁    𝑗𝑜𝑠 |𝑥| > 𝑒

𝜆𝑖                    𝑗𝑜𝑠  |𝑥| ≤ 𝑒
 (123) 

missä 𝑒 on kontaktiehtojen toleranssi. Menetelmässä Lagrangen kertoimen komponentti 𝜆 

lasketaan paikallisesti jokaiselle elementille erikseen ja iteratiivisesti. Lisätermin ansiosta 

menetelmä on vähemmän herkkä kontaktijäykkyyden määritykselle. Menetelmän huonona 

puolena pidetään sitä, että ratkaisuun voidaan tarvita useampia tasapainoiteraatioita, mikäli 

penetraatio kasvaa suureksi.  

Työn yhteydessä käytetään sekä rajoitteisiin perustuvaa menetelmää että menetelmien yh-

distelmää. Lähestymistavan valintaan ohjelmistossa vaikuttaa analyysityyppi. 
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Monikappaledynamiikka-lisäosa sallii vain rajoitteisiin perustuvan menetelmän, kun taas 

elementtimenetelmän lisäosa tukee myös rangaistusmenetelmää sekä menetelmien yhdistel-

mää. (ANSYS Inc. 2024, s. 651.) 

2.4  Aikaintegrointimenetelmät 

Kappaleessa käsitellään simulaatiomallissa käytettyjä ratkaisijoiden aikaintegrointimenetel-

miä. Neljännen kertaluvun Runge-Kutta -menetelmää käytetään jäykkien kappaleiden mo-

nikappaledynamiikka-analyysissä. Joustavia kappaleita sisältävässä monikappaledyna-

miikka-analyysissä käytetään yleistettyä α-menetelmää ja elementtimenetelmän analyysin 

yhteydessä käytetään HHT-α-menetelmää. 

2.4.1  Neljännen kertaluvun Runge-Kutta -menetelmä 

Neljännen kertaluvun Runge-Kutta -menetelmässä integroitavan yhtälöryhmän arvoa arvi-

oidaan seuraavasti (Rouvinen 2003, s. 35): 

 𝐲𝑛+1 = 𝐲𝑛 +
1

6
(𝐤1 + 2𝐤2 + 2𝐤3 + 𝐤4) (124) 

missä 𝐲 on muuttuja ja 𝑛 on aika-askel. Yhtälössä (124) käytettävät menetelmän kertoimet 

saadaan seuraavasti: 

𝐤1 = Δ𝑡 ∙ 𝐟(𝑡𝑛, 𝐲𝑛) (125) 

𝐤2 = Δ𝑡 ∙ 𝐟 (𝑡𝑛 +
𝛥𝑡

2
, 𝐲𝑛 +

1

2
𝐤1) (126) 

𝐤3 = Δ𝑡 ∙ 𝐟 (𝑡𝑛 +
𝛥𝑡

2
, 𝐲𝑛 +

1

2
𝐤2) (127) 

𝐤4 = Δ𝑡 ∙ 𝐟(𝑡𝑛 + 𝛥𝑡, 𝐲𝑛 + 𝐤3) (128) 

missä 𝐟 on funktio ja 𝑡 on aika. 

Menetelmä on eksplisiittinen ja ehdollisesti stabiili. Menetelmässä stabiilius voidaan taata 

vain, jos aika-askel on riittävän pieni. Vaikka algoritmi on stabiilina ollessaan tarkka, sa-

malla aika-askeleen on oltava riittävän suuri, jotta laskenta pysyy tehokkaana. 



51 

 

2.4.2  Yleistetty α-menetelmä 

Implisiittisessä yleistetyssä α-menetelmässä (englanniksi implicit generalized α) dyna-

miikka esitetään ajanhetkellä 𝑡𝑛+1 seuraavasti (ANSYS Inc. 2024, s. 643): 

{
𝐌𝐪̈𝑛+1 = 𝐐(𝐪𝑛+1, 𝐪̇𝑛+1, 𝑡𝑛+1 ) + 𝐂𝐪

T(𝐪𝑛+1)𝛌𝑛+1
𝐂(𝐪𝑛+1) = 0

 (129) 

missä 𝐂 kuvaa rajoitusehtoja. Menetelmässä muuttuja 𝒂𝑛 määritellään rekursiivisesti seu-

raavalla tavalla: 

 (1 − 𝛼𝑚)𝒂𝑛+1 + 𝛼𝑚𝒂𝑛 = (1 − 𝛼𝑓)𝐪̈𝑛+1 + 𝛼𝑓𝐪̈𝑛 (130) 

missä 𝛼𝑚 ja 𝛼𝑓 ovat menetelmän kertoimia. Simulaation alussa muuttuja 𝒂𝑛 alustetaan ar-

voon 𝒂0 = 𝐪̈0 ja seuraavat eroyhtälöt liittyen 𝐪𝑛+1, 𝐪̇𝑛+1, 𝒂𝑛 ja 𝒂𝑛+1 ovat: 

{
𝐪𝑛+1 = 𝐪𝑛 + ℎ𝐪̇𝑛 + ℎ

2 (
1

2
− 𝛽)𝒂𝑛 + ℎ2𝛽𝒂𝑛+1

𝐪̇𝑛+1 = 𝐪̇𝑛 + ℎ(1 − 𝛾)𝒂𝑛 + ℎ𝛾𝒂𝑛+1
𝐂(𝐪𝑛+1) = 0

 (131) 

missä ℎ on aikaväli, 𝛽 ja 𝛾 ovat menetelmän kertoimia. Algoritmi on ehdottomasti stabiili, 

jos kertoimet valitaan siten, että spektrin säde 𝜌∞ < 1. Kertoimet 𝛼𝑚, 𝛼𝑓, 𝛾 ja 𝛽 määritellään 

tällöin seuraavasti: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝛼𝑚 =

2𝜌∞ − 1

𝜌∞ + 1
<
1

2

𝛼𝑓 =
𝜌∞

𝜌∞ + 1
<
1

2

𝛾 =
1

2
+ 𝛼𝑓 − 𝛼𝑚 >

1

2

𝛽 =
1

4
(𝛾 +

1

2
)
2

 (132) 

Menetelmä perustuu ennustevaiheeseen ja korjausvaiheeseen, jossa suoritetaan Newtonin 

iterointeja dynamiikan residuaalin 𝚷𝑞 ja rajoitusehtoresiduaalin 𝚷𝑐 ratkaisemiseksi. Kysei-

set residuaalit määritellään seuraavasti: 

{

𝚷𝑞(𝐪𝑛+1
𝑘 , 𝐪̇𝑛+1

𝑘  , 𝑡𝑛+1 ) = 𝐌(𝐪𝑛+1, 𝑡𝑛+1 )𝐪̈𝑛+1 − 𝐐(𝐪𝑛+1, 𝐪̇𝑛+1, 𝑡𝑛+1 ) −

𝐂𝐪
T(𝐪𝑛+1)𝛌𝑛+1 = 0

𝚷𝑐(𝐪𝑛+1) = 𝐂(𝐪𝑛+1) = 0

 (133) 



52 

 

Newtonin iteraatiot ratkaistaan seuraavasti: 

[
𝛽′𝐌(𝐪𝑛+1

𝑘 , 𝑡𝑛+1) + 𝛾
′𝐂𝑡(𝐪𝑛+1, 𝐪̇𝑛+1

𝑘 , 𝑡𝑛+1) + 𝐊𝑡(𝐪𝑛+1
𝑘 , 𝐪̇𝑛+1

𝑘  , 𝑡𝑛+1) −𝐂𝐪
T(𝐪𝑛+1

𝑘 )

𝐂𝐪(𝐪𝑛+1
𝑘 ) 0

] 

[
Δ𝐪
Δ𝛌
] = − [

𝚷𝑞(𝐪𝑛+1
𝑘 , 𝐪̇𝑛+1

𝑘  , 𝑡𝑛+1)

𝚷𝑐(𝐪𝑛+1
𝑘 )

] 

(134) 

missä 𝐂𝑡 on vaimennusmatriisi, 𝐊𝑡 on jäykkyysmatriisi ja yläindeksi 𝑘 viittaa Newtonin ite-

raation numeroon. 𝛽′, 𝛾′, 𝐂𝑡 ja 𝐊𝑡 määritellään seuraavasti: 

𝛽′ =
1 − 𝛼𝑚

ℎ2𝛽(1 − 𝛼𝑓)
 (135) 

𝛾′ =
𝛾′

ℎ𝛽
 (136) 

𝐂𝑡 = −
𝜕𝐐

𝜕𝐪̇
 (137) 

𝐊𝑡 =
𝜕(𝐌𝐪̈ − 𝐐 + 𝐂𝐪

T𝛌)

𝜕𝐪
 (138) 

Yllä esitetty algoritmi säilyttää ehdot asematasolla, mutta se voidaan myös muotoilla no-

peus- tai kiihtyvyystasolle. Kun ehdot otetaan huomioon nopeustasolla, ongelma voidaan 

esittää toisen indeksin differentiaalialgebrallisina yhtälöinä. Tällöin diskretointi koostuu yh-

tälön (131) kahdesta ensimmäisestä osasta sekä: 

𝐂𝐪(𝐪𝑛+1)𝐯𝑛+1 = 0 (139) 

missä 𝐯 on nopeus. Tässä tapauksessa korjausvaihe suoritetaan Newtonin iteroinnilla seu-

raavan lineaarisen järjestelmän ratkaisemiseksi: 

[
𝛽′𝐌(𝐪𝑛+1, 𝑡𝑛+1) + 𝛾

′𝐂𝑡(𝐪𝑛+1, 𝐪̇𝑛+1, 𝑡𝑛+1) + 𝐊𝑡(𝐪𝑛+1, 𝐪̇𝑛+1 , 𝑡𝑛+1) −𝐂𝐪
T(𝐪𝑛+1)

𝐂𝐪(𝐪𝑛+1) 0
] 

[
Δ𝐪̇
Δ𝛌
] = − [

𝚷𝑞(𝐪𝑛+1
𝑘 , 𝐪̇𝑛+1

𝑘  , 𝑡𝑛+1)

𝐂𝐪(𝐪𝑛+1)𝐯𝑛+1
] 

(140) 

missä: 

𝛽′ =
1 − 𝛼𝑚

ℎ𝛽(1 − 𝛼𝑓)
 (141) 
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𝛾′ =
ℎ𝛽

𝛾
 (142) 

Menetelmässä integraatiovirhe arvioidaan HHT-algoritmeille tyypillisellä tavalla. Paikka-

vektorin tarkka arvo approksimoidaan katkaistulla Taylorin sarjalla ajanhetken 𝑡𝑛 ympärillä 

seuraavasti: 

𝐪𝑒𝑟(𝑡𝑛 + ℎ) = 𝐪𝑛 + ℎ𝐪̇𝑛 +
ℎ2

2
𝐪̈𝑛 +

ℎ3

6
𝐪⃛𝑛 + 𝑂(ℎ

4) (143) 

Missä 𝐪𝑒𝑟 on tarkka ratkaisu ja 𝑂(ℎ4) kuvaa neljännen kertaluvun virhetermiä. Integraatio-

virhe voidaan tällöin esittää muodossa: 

𝑒𝑟𝑟 = ℎ2 (
1

2
− 𝛽)𝒂𝑛 + ℎ

2𝛽𝒂𝑛+1 −
ℎ2

2
𝐪̈𝑛 −

ℎ3

6
𝐪⃛𝑛 + 𝑂(ℎ

4) (144) 

jossa aseman kolmas derivaatta lasketaan seuraavasti: 

𝐪⃛𝑛 =
𝐪̈𝑛+1 − 𝐪̈𝑛

ℎ
+ 𝑂(ℎ) (145) 

sijoittamalla 𝒂𝑛+1 ja 𝐪⃛𝑛 yhtälöön (144) ja käyttämällä yhteyksiä yhtälöstä (131) saadaan: 

𝑒𝑟𝑟 = 𝐪𝑛+1 − 𝐪𝑛 −
1

ℎ
𝐪̇𝑛 −

ℎ2

3
𝐪̈𝑛 −

ℎ2

6
𝐪̈𝑛 + 𝑂(ℎ

4) (146) 

Yleistetyn α-menetelmän etuja ovat ehdoton stabiilisuus riippumatta aika-askeleen koosta 

sekä säädettävä numeerinen vaimennus, jonka avulla korkeataajuista kohinaa voidaan vai-

mentaa ilman matalataajuisen dynamiikan ylivaimennusta (Alhayki & Dettmer 2024, s. 1). 

2.4.3  HHT α-menetelmä 

HHT α-menetelmä perustuu yhtälön (1) ratkaisemiseen seuraavilla oletuksilla (ANSYS Inc. 

2025, s. 816): 

 𝐌𝐮̈𝑛+1−𝛼𝑚 + 𝐂𝐮̇𝑛+1−𝛼𝑓 + 𝐅𝑖𝑛𝑡𝑛+1(𝐮𝑛+1−𝛼𝑓) = 𝐅𝑒(𝑡𝑛+1−𝛼𝑓) (147) 

missä 𝐅𝑖𝑛𝑡 on sisäinen voima, 𝐅𝑒 on ulkoinen voima, 𝐂 on vaimennusmatriisi ja alaviitteet 

𝑛 + 1 − 𝛼𝑚 sekä 𝑛 + 1 − 𝛼𝑓 tarkoittavat, että muuttujat arvioidaan siirtyneessä ajassa. Si-

säiset ja ulkoiset voimat saadaan aikavälillä  𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1 käyttäen parametria 𝛼𝑓 seuraavasti: 
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𝐅𝑖𝑛𝑡𝑛+1 (𝐮𝑛+1−𝛼𝑓) = (1 − 𝛼𝑓)𝐅𝑖𝑛𝑡𝑛+1(𝐮𝑛+1) + 𝛼𝑓𝐅𝑖𝑛𝑡𝑛(𝐮𝑛) 

𝐅𝑒(𝑡𝑛+1−𝛼𝑓) = (1 − 𝛼𝑓)𝐅𝑒𝑛+1 + 𝛼𝑓𝐅𝑒𝑛 

(148) 

Ottamalla käyttöön residuaalivektori 𝚷𝑛+1, yhtälö (147) voidaan esittää seuraavassa muo-

dossa: 

 𝚷𝑛+1(𝐮𝑛+1) = 𝐅𝑒 (𝑡𝑛+1−𝛼𝑓) − 𝐅𝑖𝑛𝑡𝑛+1 (𝐮𝑛+1−𝛼𝑓) − 𝐌𝐮̈𝑛+1−𝛼𝑚 − 𝐂𝐮̇𝑛+1−𝛼𝑓 (149) 

Yhtälöissä (147) ja (149) esitetty aikaintegrointioperaattori voidaan tulkita myös epälineaa-

risena samanaikaisten algebrallisten yhtälöiden ryhmänä. Tämän vuoksi operaattorin lineari-

soitu muoto voidaan johtaa Newton–Raphsonin menetelmällä seuraavasti: 

 𝚷𝑛+1(𝐮𝑛+1
𝑘 ) +

𝜕𝚷𝑛+1(𝐮𝑛+1
𝑘 )

𝜕(𝐮𝑛+1
𝑖 )

Δ𝐮𝑛+1
𝑘 = 𝟎 (150) 

missä: 

 

𝚷𝑛+1(𝐮𝑛+1
𝑘 ) = 𝐅𝑒 (𝑡𝑛+1−𝛼𝑓) − 𝐅𝑖𝑛𝑡𝑛+1 (𝐮𝑛+1−𝛼𝑓

𝑘 ) − 𝐌𝐮̈𝑛+1−𝛼𝑚 − 𝐂𝐮̇𝑛+1−𝛼𝑓 

𝐅𝑖𝑛𝑡𝑛+1 (𝐮𝑛+1−𝛼𝑓
𝑘 ) = (1 − 𝛼𝑓)𝐅𝑖𝑛𝑡𝑛+1(𝐮𝑛+1

𝑘 ) + 𝛼𝑓𝐅𝑖𝑛𝑡𝑛+1(𝐮𝑛) 

(151) 

Yhtälöstä (150) saadaan: 

 ((𝑎0𝐌+ 𝑎1𝐂) + (1 − 𝛼𝑓) (𝐊𝑛+1
T (𝐮𝑛+1

𝑘 )) Δ𝐮𝑛+1
𝑘 = 𝚷𝑛+1(𝐮𝑛+1

𝑘 ) (152) 

missä kertoimet 𝑎0 ja 𝑎1 ovat: 

 

𝑎0 =
1 − 𝛼𝑚
𝛼Δ𝑡2

 

𝑎1 =
(1 − 𝛼𝑓)𝛿

𝛼Δ𝑡
 

(153) 

HHT α-menetelmän etuihin kuuluu, samaan tapaan kuin yleistetyssä α-menetelmässä, nu-

meerisen vaimennuksen säädettävyys. HHT α-menetelmän parametreja ja numeerisen vai-

mennuksen tasoa säädetään analyysin tavoitteen mukaan. Esimerkiksi kontakteihin painot-

tuvissa analyyseissä vaimennus pidetään vähäisenä korkeataajuisen informaation säilyttä-

miseksi, kun taas yleisessä kokonaisliikkeen tarkastelussa sitä voidaan tarvittaessa kasvattaa 

korkeataajuisen kohinan vaimentamiseksi ilman matalataajuisen dynamiikan vääristymistä. 
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3  Tutkittavan rakenteen simulointimalli 

Tutkittavan rakenteen simulointimalli on toteutettu ANSYS-ohjelmistoon testilaitteiston 

3D-CAD mallin pohjalta. Alkuperäisen 3D-CAD mallin geometriaa on yksinkertaistettu ja 

laskennan kannalta epäolennaisia yksityiskohtia, kuten pyöristyksiä ja viisteitä on poistettu 

ANSYS SpaceClaim -ohjelmistolla. Menettelyllä mallissa tarvittavien elementtien määrää 

on voitu vähentää. Alkuperäistä mallia on lisäksi muokattu vastaamaan laitteen nykyistä ti-

laa, koska testilaitteella tehtyjen mittausten perusteella 3D-CAD malli ei ollut ajan tasalla. 

3.1  Simulaatiomallin rakenne 

Testilaitteen simulaatiomalli on toteutettu siten, että mallilla simuloidaan testilaitteiston yh-

den ovipaneelin kokoonpanoa yhdessä ovipaneelin yläripustuksen rakenteiden kanssa. Tes-

tilaitteen rakenne koostuu useasta kappaleesta. Laitteen perusrakenne koostuu kiskoprofii-

lista, kynnysprofiilista, liukuohjaimista, kannatinvaunusta, ovipaneelista, liitäntälevystä, 

kannatinrullista, alaohjaimista sekä erillisistä lisäpainoista. Simulaatiomallissa rakennetta on 

yksinkertaistettu sekä analyysien kannalta merkityksettömiä osia on myös yhdistelty jäy-

käksi monikappaleosaksi, jotta vältetään ylimääräisten kiinteiden rajoitteiden määrittely ja 

kappalemäärää saadaan vähennettyä. 

Kuvassa 13 (a) on havainnollistettu laitteen perusrakennetta ja käytettävien osien nimikkeet. 

Kuvassa 13 (b) on esitetty rakennetun simulaatiomallin topologiaa. Kuvassa merkintä ”J” 

tarkoittaa erityyppisiä niveliä kappaleiden välillä. Mallin liitokset on suunniteltu tukemaan 

mahdollista jatkokehitystä ja muutettavuutta. Esimerkiksi kannatinrullien tyyppiä on mah-

dollista vaihtaa malliin ilman koko mallin päivitystä, edellyttäen että näiden liitäntäpinta ja 

geometria säilyvät pääpiirteissään samoina. Käytettävät lisäpainot ovat lisäksi mallissa pa-

rametrisoitu. 
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             (a)     (b) 

Kuva 13. Simulaatiomallin rakenne. 

 

Simulaatiomallissa käytetyt niveltyypit J1–J11 määrittävät järjestelmän kappaleiden sallitut 

liikesuunnat ja rajoitteet, kuten siirtymis- tai pyörimisvapaudet eri akseleilla. Käytetyt nivel-

tyypit sekä niiden sallitut liikesuunnat on lueteltu taulukossa 1. 

 

Taulukko 1. Simulaatiomallissa käytetyt nivelet. 

Merkintä Niveltyyppi Sallitut liikesuunnat 

J1, J5, J6, J7, J8, J9, J10 Kiinteä - 

J2 Yleinen X, Y, Z, RZ 

J3, J4 Kierto RZ 

J11 Taso X, Y, RZ 
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Käytettyjen kiinteiden nivelien koordinaatistot on sijoitettu kappaleiden välisten ruuviliitos-

ten kohdalle. Tutkittavat ajotilanteet saavutetaan käyttämällä J2-niveltä ajorajoitteena. J2-

nivelen koordinaatisto on sijoitettu yläripustukseen, vetohihnan liitäntäpinnan kohdalle. Ta-

sonivelissä J11 käytettävät koordinaatistot on sijoitettu ovipaneelin alareunan kohtiin, joihin 

kynnykseen asennettavat liukuohjaimet sijoittuvat. Tasonivel sallii liikkeen kahdessa suun-

nassa (X ja Y) sekä pyörimisvapauden Z-akselin ympäri, mikä vastaa yksinkertaistettua ovi-

paneelin liike- ja rajoitekäyttäytymistä tilanteessa, jossa ovipaneelin alareuna on tuettu kyn-

nysuraan liukuohjaimen kautta. Simulaatioissa vaikuttavana ulkoisena voimana toimii gra-

vitaatio. Mallissa huomioidaan lisäksi kontaktit kiskoprofiilin ja kannatinrullien sekä alaoh-

jainten välillä. Kontaktipinnat on havainnollistettu kuvassa 14. 

 

 

Kuva 14. Simulaatiomallin kontaktipinnat. 

 

Mallissa kontaktipinnat on säädetty siten, että simulaatioiden lähtötilanteessa kannatinrul-

lien pohjaurat ovat kiinni kiskoprofiilissa, kun taas alaohjaimien pohjaurien ja kiskoprofiilin 

välistä välystä varioidaan tutkimuksen aikana. 

Simulaatiomallissa käytettyjen materiaalien ominaisuudet on lueteltu taulukossa 2. Alaoh-

jaimien ja kannatinrullien runkorakenteessa käytetään PA66-muovimateriaalia ja muut mal-

lin osat on määritelty S235J2-rakenneteräkseksi.  
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Taulukko 2. Simulaatiomallissa käytetyt materiaalit. 

Materiaali Tiheys [kg/m3] Kimmokerroin [MPa] Poissonin vakio 

S235J2 7850 2e+5 0.3 

PA66 1140 8600 0.349 

 

Simulaatiomalli on ohjelmistossa toteutettu neljän erillisen analyysimoduulin kokonaisuu-

tena. Toteutus mahdollistaa myös kaikkien analyysimoduulien ratkaisemisen yhdellä kertaa 

tarvittaessa. Kuvassa 15 on havainnollistettu simulaatiomallin projektikaavio ohjelmistossa. 

 

 

Kuva 15. Simulaatiomallin projektikaavio ohjelmistossa. 

 

Ensimmäisessä analyysimoduulissa suoritetaan jäykkien kappaleiden dynamiikkasimulaa-

tio. Vaiheen tavoitteena oli mallin perustoimivuuden ja rajoitteiden oikean toiminnan var-

mistaminen ennen joustavien kappaleiden käyttöönottoa. Kevyen laskentakuorman ansiosta 

analyysimoduuli soveltuu myös merkittävimpien tarkastelutapausten tunnistamiseen sekä 

parametrien nopeaan testaamiseen. Analyysissä aikaintegrointimenetelmänä käytetään nel-

jännen kertaluvun Runge-Kutta -menetelmää. 

Toinen analyysimoduuli on modaalianalyysi, jossa tutkitaan joustavuuden kuvauksessa tar-

vittavia ominaismuotoja ja niiden vastaavia ominaistaajuuksia. Analyysimoduuli on 
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sisällytetty simulaatiomalliin, jotta käytettäviä muotoja ja niiden taajuuksia sekä määrää voi-

daan tarkastella ja arvioida ennen joustavien kappaleiden dynamiikkasimulaatiota. 

Kolmannessa analyysimoduulissa toteutetaan joustavia kappaleita sisältävä monikappaledy-

namiikkasimulaatio hyödyntäen kappaleessa 2.1.4 käsiteltyä osarakennemenetelmää, jossa 

ovipaneeli on mallinnettu superelementtinä joustavana rakenteena ja diskretoitu käyttäen 

SHELL181-kuorielementtejä. Superelementti koostuu 3 966 elementistä ja 4 080 solmusta. 

Rakenteen joustavuutta kuvataan 40 ominaismuodon avulla. Kontaktien tunnistamiseen ana-

lyysissä käytetään geometriapohjaista menetelmää. Kontaktivuorovaikutuksia mallinnetaan 

rajoitteisiin perustuvalla menetelmällä, joka on kyseisessä analyysimoduulissa ainoa käytet-

tävissä oleva vaihtoehto. Mallissa on yhteensä 9 887 elementtiä ja 23 335 solmua kontak-

tielementit mukaan laskettuna. Vapausasteita mallissa on 100 kappaletta sisältäen superele-

mentin vapausasteet. Aikaintegrointimenetelmänä käytetään yleistettyä α-menetelmää. 

Neljännessä analyysimoduulissa alaohjainten kuormituksia tarkastellaan perinteisellä ele-

menttimenetelmällä, koska analysoitava geometria sisältää laskennallisesti haastavia piir-

teitä kosketusalueiden geometriassa. Kontaktialueet koostuvat voimakkaasti kaareutuvista 

pinnoista, ja niiden kontaktipinta-alat ovat suhteellisen pieniä, mikä tekee kontaktin muo-

dostumisen tarkemmasta mallintamisesta haastavaa. Samanaikaisesti potentiaalinen kontak-

titunnistusala on laaja, mikä tarkoittaa, että kontaktien yksityiskohtaiseen mallinnukseen 

koko ajosyklin ajalta vaaditaan huomattava määrä elementtejä tai kosketuspisteitä. Keskei-

senä syynä perinteisen elementtimenetelmän analyysimoduulin käyttöön tarkemmassa kon-

takteihin painottuvassa tarkastelussa on myös se, että ohjelmistossa tässä analyysimoduu-

lissa kontaktiasetuksia voidaan säätää huomattavasti laajemmin verrattuna käytettyyn moni-

kappaledynamiikka analyysimoduuliin. Tämä mahdollistaa tarkemman kontrollin kontakti-

parametreihin, kuten jäykkyyteen, vaimennukseen ja kontaktiehtoihin. 

Elementtimenetelmän analyysissä ovipaneeli on myös mallinnettu 4-solmuisilla 

SHELL181-kuorielementeillä. Analyysissä alaohjaimia myös käsitellään joustavina kappa-

leina. Alaohjainten runko-osat ja akselit on mallinnettu 20-solmuisilla SOLID186- sekä 10-

solmuisilla tetrahedra SOLID187 -elementeillä. Mallissa on yhteensä 46 059 elementtiä ja 

69 151 solmua. Vapausasteita mallissa on 108 437 kappaletta. Kontakteja kuvataan kitkalli-

sina kontakteina. Kitkakertoimena käytetään arvoa 0,2. Kontaktivuorovaikutuksia kuvataan 

yhdistelmämenetelmällä. Kontaktien tunnistus perustuu elementtiverkkopohjaiseen mene-

telmään, jossa kontaktien tunnistaminen tapahtuu Gaussin integrointipisteissä. Kontaktien 
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tunnistuksen tapahtuessa Gaussin integrointipisteissä, tällöin mahdollinen kontakti toisen 

pinnan kanssa tarkastellaan elementin sisäisissä pisteissä sen sijaan, että tarkastelu rajoittuisi 

pelkästään solmuihin tai elementin reunoihin. Analyysissä on käytössä lisäksi kontaktin 

tarkkuutta parantavia asetuksia, kuten geometrian korjaus, rajapintakäsittely ja siirtymäase-

tus, joiden avulla diskretoitujen kontaktipintojen alkuasento voidaan määrittää tarkemmin. 

Aikaintegrointimenetelmänä käytetään HHT-α-menetelmää. 

3.2  Simulaatioskenaariot 

Työn yhteydessä esiteltäviin simulaatioskenaarioihin on valittu kaksi tapausta. Ensimmäi-

nen tapaus kuvaa testilaitteen niin sanottua normaalia ajotilannetta, joka jäljittelee hissin 

ovien avautumis- ja sulkeutumisliikettä. Toinen puolestaan kuvaa niin sanottua pysäytysajo-

tilannetta, joka vastaa tilannetta, jossa hissin ovien liike keskeytyy esimerkiksi turvalaittei-

den havaitessa liikettä ovien välissä. 

Simulaatioskenaarioissa käytettävät ajokäyrät on saatu tallentamalla testilaitteen moottorin 

pyörimisnopeus ajotilanteista CT Scope -ohjelmalla testilaitteiston ajoyksiköstä. CT Scope 

-ohjelma tallentaa moottorin pyörimisnopeuden ja tallentaa datan CSV-tiedostoon. Työn yh-

teydessä datan käsittelyä varten kehitettiin MATLAB-koodi. Koodi lukee tallennetun datan 

suoraan CSV-tiedostosta ja mahdollistaa sen esikäsittelyn, kuten aikajaksojen leikkaamisen 

sekä interpoloinnin halutuilla aika-askelilla ratkaisijalle sopivassa muodossa. MATLAB-

koodi laskee ajotilanteiden tallennetusta moottorin pyörimisnopeudesta ajorajoitteena käy-

tettävän hihnan nopeuden seuraavasti: 

vℎ =
𝑗ℎ 𝑛ℎ 1/𝑚𝑖𝑛

60000 𝑠ℎ
 (154) 

missä 𝑗ℎ on hammasjako, 𝑛ℎ on hampaiden lukumäärä käyttävällä pyörällä, 1/𝑚𝑖𝑛 on käyt-

tävän pyörän pyörimisnopeus ja 𝑠ℎ on moottorin välityssuhde.  

Kuvassa 16 on havainnollistettu esimerkki hihnanopeuksista, jotka on laskettu moottorin 

kierrosluvun perusteella eri ajotilanteissa. Näiden perusteella muodostetut ajokäyrät toimi-

vat simulaatioiden lähtötietoina. 



61 

 

 

Kuva 16. Esimerkki testiajoista tallennetuista ajokäyristä. 
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4  Tulokset ja niiden tarkastelu 

Kappaleessa esitetään simulaatiomallilla ja käytännön mittauksilla saadut tulokset sekä tar-

kastellaan niiden välistä vastaavuutta. Testilaitteen liikettä mitattiin kolmiakselisilla EVA-

625 -kiihtyvyysantureilla ja alaohjaimiin kohdistuvia voimia mitattiin Mecmesin SAS-250 

voima-anturilla. Testiajojen ajoparametrit valittiin vastaamaan AMD D10 -ovikoneiston va-

kiokäyttöarvoja. Simulaatiot suoritettiin testiajoista tallennettujen ajokäyrien perusteella, lu-

kuun ottamatta mekaanisten muutosten vaikutusten tarkastelua, joka toteutettiin simulaatio-

mallilla yhden ajokäyrän pohjalta. Esiteltävät simulaatiot on toteutettu joustavia kappaleita 

sisältävällä monikappaledynamiikan ja elementtimenetelmän mallilla. 

Laskenta-aikojen vertailu alaohjaimiin kohdistuvien kuormitusten osalta suoritettiin työase-

malla, jossa oli AMD Ryzen 7 Pro 4750U 1,7 GHz -suoritin ja 32 Gt RAM-muistia. Käyt-

töjärjestelmänä oli Windows 11 Pro. 

4.1  Testilaitteen liikkeen simulointi 

Ensimmäisessä tulosvertailussa tarkastellaan kannatinvaunun ja ovipaneelin mitattuja sekä 

simuloituja siirtymiä. Siirtymäarvot mitatuista kiihtyvyyksistä on saatu EVA-tulosten käsit-

telyohjelmistolla, jossa kiihtyvyys integroidaan ensin nopeudeksi ja edelleen siirtymäksi. 

Simulaatiomalliin on määritetty koordinaatistot EVA-625-kiihtyvyysantureiden mittauspis-

teiden mukaisesti vertailun mahdollistamiseksi. Kiihtyvyysantureiden sijoittelu ja mittaus-

pisteet on esitetty kuvissa 17 ja 18. 
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Kuva 17. Mittauspiste 1, kannatinvaunu. 

 

 

Kuva 18. Mittauspiste 2, ovipaneeli. 

 

Kuvassa 19 on esitetty normaaliajon testiajossa mitatut sekä simuloidut kannatinvaunun ja 

ovipaneelin siirtymät X-akselin suunnassa. Kuvaajat havainnollistavat mittauspisteiden lii-

kettä ajan funktiona. 
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Kuva 19. Normaaliajon siirtymät X-akselin suunnassa. 

 

Kuvan 19 tuloksista voidaan havaita, että simulaatiot toistavat todellisen testilaitteen liikettä. 

Suurimmat poikkeamat näkyvät pysähtymisasemassa mittauspisteessä 1. Mittauspisteessä 2 

mittausten ja simulaatioiden tulokset vastaavat toisiaan paremmin. Taulukossa 3 on esitetty 

normaaliajosta saatujen siirtymien tulosten numeerinen vertailu pysäytysasemassa. 

 

Taulukko 3. Normaaliajon siirtymien tulosten vertailu pysäytysasemassa. 

Mittauspiste Mitattu [mm] Simulaatio 

(FFR) [mm] 

Ero (FFR) [%] Simulaatio 

(FEM) [mm] 

Ero (FEM) [%] 

1 916 899.89 -1.76 900.03 -1.74 

2 905 899.94 -0.56 901.50 -0.39 

 

Taulukosta 3 nähdään, että mittauspisteessä 1 simulaatioiden siirtymät jäävät mitattuja ar-

voja noin 1,8 % pienemmiksi. Mittauspisteessä 2 erot ovat selvästi vähäisemmät, alle 0,6 %. 

Molemmilla simulaatiomenetelmillä saadut tulokset ovat keskenään lähes yhteneväiset. Si-

mulaatioiden tulokset asettuvat hyvin lähelle ohjausyksikön 900 mm tavoitearvoa. Mittaus-

pisteestä 1 mitattu 916 mm siirtymä merkitsisi 16 mm tavoitearvon ylitystä ja 11 mm eroa 
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mittauspisteeseen 2. Ero ei ole laitteen rakenne huomioiden johdonmukainen, ja se viittaa 

mittausmenetelmän siirtymätason tulosten käsittelyn aiheuttamaan virhemarginaaliin. 

Mitattujen ja simulaatioiden siirtymien tulosten väliset poikkeamat johtuvat pääsääntöisesti 

mittaustulosten käsittelyohjelmiston integraatiovirheestä sekä kiihtyvyysanturin hysteree-

sistä. Mittalaitteen ja ohjelmiston valmistajan mukaan näiden tekijöiden yhteisvaikutuksesta 

syntyvä virhemarginaali siirtymän tasolla voi olla kokeellisten mittausten perusteella noin 

2–5 %. (Physical Measurement Technologies Inc. n.d, s. 26.) 

Pysäytysajosta saadut vastaavat siirtymien tulokset on esitetty kuvassa 20. Tuloksista voi-

daan havaita, että kuten normaaliajon tapauksessa, myös tässä simulaatiot poikkeavat mita-

tusta mittauspisteessä 1. Ero alkaa näkyä välipysäytyshetkellä ja jatkuu lopulliseen pysäyty-

sasemaan asti. Mittauspisteen 2 tulokset ovat tässäkin tapauksessa selvästi yhteneväisempiä 

mittausten ja simulaatioiden välillä.  

 

 

Kuva 20. Pysäytysajon siirtymät X-akselin suunnassa. 
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Pysäytysajosta saatujen tulosten numeerinen vertailu on esitetty taulukossa 4. Taulukossa on 

mitatut sekä simuloidut siirtymät mittauspisteistä kahdella eri ajanhetkellä, 2,5 sekä 5 se-

kuntia. 

 

Taulukko 4. Pysäytysajon siirtymien tulosten vertailu pysäytysasemissa. 

Mittauspiste Aika [s] Mitattu 

[mm] 

Simulaatio 

(FFR) [mm] 

Ero (FFR) 

[%] 

Simulaatio 

(FEM) [mm] 

Ero (FEM) 

[%] 

1 2.5 666 637.93 -4.21 638.11 -4.19 

1 5 933 899.79 -3.56 899.83 -3.56 

2 2.5 650 638.03 -1.84 638.91 -1.71 

2 5 900 899.88 -0.01 900.20 0.02 

 

Taulukosta 4 voidaan havaita, että pysäytysajon tapauksessa simulaation tulokset sijoittuvat 

myös tulostenkäsittelyohjelmiston virhemarginaalin sisälle. Poikkeamat ovat pysäytysajos-

sakin selvästi suurempia mittauspisteessä 1 kuin mittauspisteessä 2. 

Mittaustulosten käsittelyohjelmistosta johtuvat mahdolliset integraatiovirheet vaikuttavat 

erityisesti siirtymätason tuloksiin. Tämän vuoksi tarkemman ja luotettavamman tuloksen 

saavuttamiseksi on perusteltua tarkastella myös suoraan kiihtyvyysmittausten tuloksia. Tar-

kastelussa keskitytään alaohjaimien toiminnan kannalta keskeisiin tapahtumiin. FFT-ana-

lyysi (Fast Fourier Transform, FFT) on toteutettu sekä kiihtyvyysantureilta saatujen mittaus-

tulosten että simulaatioiden tulosten vertailuna. Molempien tulosten FFT-muunnos on tehty 

MATLAB-ohjelmistolla. Tarkastelussa mitatut signaalit on suodatettu 10 Hz:n alipääs-

tösuodattimella. Analyysissa on lisäksi käytetty Hamming-ikkunointia. 

Kuvassa 21 on esitetty normaaliajon mittaustuloksista FFT-analyysin avulla laadittu 3D-

spektrikartta. Kartta havainnollistaa kiihtyvyyssignaalin taajuuskomponentit, niiden voi-

makkuudet sekä ajallisen esiintymisen. Vastaava FFT-analyysin avulla laadittu 3D-spektri-

kartta monikappaledynamiikkasimulaation tuloksista on esitetty kuvassa 22. 
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Kuva 21. 3D-spektrikartta mittausten tuloksista. 

 

 

Kuva 22. 3D-spektrikartta monikappaledynamiikan simulaatiosta. 
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Tuloksista voidaan nähdä, että taajuusvasteeseen syntyy selkeät huiput ajankohdille 0,6 ja 

2,5 sekuntia. Nämä tulokset viittaavat ajanhetkiin, jolloin alaohjaimet tulevat kontaktiin kis-

koprofiilin kanssa ja kannatinrullat ovat irti kiskoprofiilista. Näillä tarkastelussa olevilla taa-

juusvasteilla nähdään myös, että mitatuissa tuloksissa esiintyvät pienemmät amplitudit ajan-

jaksolla noin 1,2–2,1 sekuntia eivät esiinny monikappaledynamiikkasimulaation tuloksissa 

samassa suuruusluokassa verrattuna mittaustuloksiin. Ero johtuu mallin yksinkertaistami-

sesta, jonka avulla laskenta-aikaa on saatu lyhennettyä. 

Mittaustuloksista voidaan havaita, että kannatinrullat irtoavat kiskoprofiilista ja palaavat ta-

kaisin kontaktiin kannatinvaunun liikkeen seurauksena, mikä aiheuttaa toistuvaa kontaktin 

avautumista ja sulkeutumista. Rajoitteisiin perustuvassa kontaktimenetelmässä kosketuspis-

teiden jatkuva vaihtelu avoimen ja suljetun tilan välillä edellyttäisi hyvin pientä aika-askelta, 

mikä kasvattaisi laskenta-aikaa merkittävästi. Tämän vuoksi analyysissä on käytetty tasai-

sempaa ajokäyrää ja kontaktien restituutiokertoimeksi on asetettu 0,4. Arvo vastaa osittain 

epäelastista kontaktia. Epäelastisella kontaktilla tarkoitetaan sitä, että osa liike-energiasta 

vaimenee kontaktissa, mikä puolestaan johtaa siihen, että simulaatiossa kannatinrullien kon-

taktin jälkiliike jää pienemmäksi kuin mittaustuloksista havaitaan. Yksinkertaistus on perus-

teltua, sillä se lyhentää laskenta-aikaa merkittävästi säilyttäen kuitenkin tutkimukselle kes-

keiset ilmiöt, kuten merkittävimpien kontaktitapahtumien ajoituksen ja kokonaisliikkeen 

mallinnuksen joustavien kappaleiden kanssa riittävällä tarkkuudella. Elementtimenetelmällä 

laskenta-aika on lähes kolminkertainen verrattuna joustavia kappaleita sisältävään monikap-

paledynamiikka-analyysiin.  

Kuvassa 23 on esitetty elementtimenetelmän tulosten perusteella laadittu 3D-spektrikartta. 

Tuloksista voidaan havaita, että myös elementtimenetelmällä taajuusvasteeseen syntyy sel-

keät huiput ajankohdille 0,6 ja 2,5 sekuntia, mikä vastaa mittaustuloksia.  

Elementtimenetelmällä saaduista tuloksista nähdään pienemmät amplitudit ajanjaksolla noin 

1,2–2,1 sekuntia lähempänä mittaustulosten suuruusluokkaa. Ajoitus ei kuitenkaan vastaa 

täysin mitattuja arvoja, mikä näkyy kuvassa 24 esitettynä erona. Kuvasta 24 nähdään, että 

ensimmäinen mitattu jakso on pidempi kuin simulaatiossa. Myöhemmissä jaksoissa ajoitus-

erot tasoittuvat. Ero johtuu myös kontaktijäykkyydestä ja vaimennuksesta, mikä muuttaa 

kannatinrullien kontaktin dynamiikkaa ja vaikuttaa myös ajalliseen kohdistukseen. 
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Kuva 23. 3D-spektrikartta elementtimenetelmän simulaatiosta. 

 

 

Kuva 24. Ajoitusero ajan jaksolla 1,2–2,1 sekuntia. 
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Pysäytysajon tuloksista laaditut 3D-spektrikartat ovat liitteessä 1. Pysäytysajon tuloksista 

nähdään, että taajuusvasteen suurimmat amplitudihuiput esiintyvät lähes samoilla ajanhet-

killä vertailutuloksissa. Sekä mittauksissa että simulaatiossa huiput sijoittuvat lähes samoi-

hin ajankohtiin 0,7 s, 2 s, 3,4 s ja 4,1 s, mikä osoittaa tulosten yhdenmukaisuutta. 

Taulukoissa 5 ja 6 on esitetty normaaliajon ja pysäytysajon FFT-analyysin taajuusvasteen 

suurimpien huippukohtien vertailu mittausten ja simulaatioiden välillä. Taulukoissa mer-

kintä ”h” viittaa tarkasteltavan huipun järjestysnumeroon. 

 

Taulukko 5. Normaaliajon taajuusvasteen huippujen vertailu mittaustulosten ja simulaatioi-

den välillä. 

 

h 

Mitattu Simuloitu FFR Simuloitu FEM 

Aika 

[s] 

Taajuus 

[Hz] 

Amplitudi 

[m/𝑠2] 

Aika 

[s] 

Taajuus 

[Hz] 

Amplitudi 

[m/𝑠2] 

Aika 

[s] 

Taajuus 

[Hz] 

Amplitudi 

[m/𝑠2] 

1 0.5951 1.9732 1.0180 0.6810 1.9732 1.0016 0.5979 1.9732 1.1211 

2 2.5352 1.9732 1.2809 2.5933 1.9732 0.9634 2.5933 1.9732 1.0955 

 

Taulukko 6. Pysäytysajon taajuusvasteen huippujen vertailu mittausten ja simulaatioiden vä-

lillä. 

 

h 

Mitattu Simuloitu FFR Simuloitu FEM 

Aika 

[s] 

Taajuus 

[Hz] 

Amplitudi 

[m/𝑠2] 

Aika 

[s] 

Taajuus 

[Hz] 

Amplitudi 

[m/𝑠2] 

Aika 

[s] 

Taajuus 

[Hz] 

Amplitudi 

[m/𝑠2] 

1 0.7465 1.9750 1.0181 0.7634 1.9750 0.9632 0.7358 1.9750 1.0996 

2 2.0202 1.9750 1.2235 2.0925 1.9750 0.9725 2.1202 1.9750 1.0319 

3 3.4047 1.9750 1.0133 3.3663 1.9750 0.9506 3.3109 1.9750 0.9742 

4 4.0693 1.9750 1.0363 4.0862 1.9750 0.9735 4.1139 1.9750 1.2002 

 

Taulukoista 5 ja 6 voidaan havaita, että mitattujen ja simuloitujen suurimpien huippujen 

ajankohdat osuvat lähelle toisiaan molemmissa ajotilanteissa. Pieniä eroja esiintyy, erot ovat 

sekunnin sadasosien tai kymmenesosien luokkaa. Amplituditasojen osalta elementtimene-

telmällä saadut tulokset ovat lähempänä mitattuja arvoja ja osin niitä suurempia. Monikap-

paledynamiikkaan perustuvassa simuloinnissa amplituditasot jäävät hieman mitattujen arvo-

jen alapuolelle. 
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4.2  Alaohjaimien rasitusten simulointi 

Alaohjaimiin kohdistuvia voimia mitattiin Mecmesin SAS-250 -voima-anturilla tallenta-

malla yhden ajotapahtuman maksimivoima. Mittausmenetelmä toteutettiin siten, että lait-

teesta poistettiin etummainen alaohjain, jonka tilalle asennettiin voima-anturi. Anturi kiin-

nitettiin laitteeseen erikoisvalmisteisten levyjen avulla. Kiskoprofiiliin osuva osa toteutettiin 

akselilla, joka myötäili alaohjaimen yksinkertaistettua geometriaa. Yksinkertaistettuun geo-

metriaan päädyttiin, koska tarkka koneistettu kopio alaohjaimen muodosta ei ollut mittaus-

tilanteessa toimiva kiskoprofiilin riittämättömän suoruuden vuoksi, jolloin asennuksen tark-

kuus ei olisi ollut hyväksyttävällä tasolla. Asennuksessa pyrittiin säilyttämään piirustuksen 

mukainen 0,3 mm:n nimellisvälys kiskoprofiilin ja alaohjaimen välillä ajon alkutilanteessa. 

Mittaukset suoritettiin neljässä eri kuormitustapauksessa testilaitteen normaalilla ajosyklillä, 

joissa ovipaneelin massaa vaihdeltiin seuraavasti: 

• LC1: ovipaneelin massa 16 kg 

• LC2: ovipaneelin massa 26 kg 

• LC3: ovipaneelin massa 36 kg 

• LC4: ovipaneelin massa 46 kg 

Taulukossa 7 on esitetty mittaustulokset eri kuormitustapauksille. Sarakkeessa ”mitattu LC” 

on yksittäisen ajotapahtuman tulos, jonka tallennettua ajokäyrää käytettiin simulaation läh-

tötietona. Jokaisesta kuormitustapauksesta tehtiin 50 toiston mittaussarja samoilla ajopara-

metreilla, joista taulukkoon on laskettu näiden mittausten keskiarvo, minimi- ja maksimiar-

vot sekä keskihajonta. 

 

Taulukko 7. Mittausten tulokset eri kuormitustapauksille. 

Kuormitustapaus Mitattu, LC 

[N] 

Mitattu, ka 

[N] 

Mitattu, Max 

[N] 

Mitattu, min 

[N] 

Keskiha-

jonta [N] 

LC1 0 6.2 64.5 0 14.26 

LC2 125.5 138 205.5 79 26.93 

LC3 194 141 249 104 30.71 

LC4 152 186 240.5 143 24.41 
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Simulaatioissa ajotapahtumat on toistettu lyhennetyllä ajanjaksolla elementtimenetelmän 

mallilla käyttäen 5e-5 sekunnin aika-askelta. Kyseisissä simulaatioissa mittauksissa käytetty 

alaohjaimien yksinkertaistettu geometria on huomioitu sijoittamalla kontaktielementit aino-

astaan alaohjaimen pohjauran keskelle. Menettelyllä simulaatiot vastaavat paremmin mit-

tauksissa käytettyä yksinkertaistettua geometriaa. 

Aika-askeleen pituuden määrittämisen perusteena olivat liitteessä 2 esitetyt testisimulaatioi-

den tulokset, joissa arvioitiin aika-askeleen pituuden vaikutusta laskenta-aikaan ja tulosten 

tarkkuuteen. Testisimulaatioiden perusteella 5e-5 s valittiin kompromissiksi tarkkuuden ja 

laskenta-ajan välillä. Tulokset osoittivat, että aika-askel 5e-4 s johti selvästi mitattua arvoa 

pienempiin voimiin, eikä sitä voitu pitää riittävän tarkkana yksityiskohtaisempaan tarkaste-

luun. Sekä 5e-5 s:n että 5e-6 s:n aika-askeleet tuottivat vertailukelpoisen tarkkuustason mi-

tattuun arvoon. Aika-askeleella 5e-5 laskenta-aika pysyi vielä kohtuullisena, kun taas 5e-6 

johti merkittävästi pidempään laskenta-aikaan. Aika-askeleella 5e-5 kontaktin penetraatio 

oli 1,29e-2 mm, mikä voidaan katsoa riittävän vähäiseksi suhteellistettuna laskenta-aikaan. 

Kiskoprofiilin kontaktipintojen yhdensuuntaisuustoleranssin sekä alaohjaimien asennusto-

leranssin takia tarkkaa välystä ei voitu määrittää luotettavasti mittausten aikana. Simulaatio-

mallissa kiskoprofiili oletetaan ideaalisen suoraksi. Todellisuudessa kontaktipintojen yhden-

suuntaisuustoleranssi tarkoittaa sitä, että välys voi vaihdella eri kohdissa kiskoprofiilia, 

vaikka alaohjain asennettaisiin nimelliseen välykseen lähtötilanteessa. Tämän vuoksi simu-

laatioita suoritettiin myös siirtämällä alaohjaimen kontaktielementtien solmupisteitä kah-

della eri asetuksella lähemmäksi kiskoprofiilia, jotta voitiin arvioida välyksen vaihtelun vai-

kutusta tuloksiin. 

Simulaatioiden tulokset on esitetty taulukossa 8. Taulukossa tulokset kuvaavat kunkin kuor-

mitustapauksen suurinta voimaa annetulla siirrolla. 

 

Taulukko 8. Simuloidut maksimivoimat eri kuormitustapauksille kolmella siirtoasetuksella. 

Kuormitustapaus 0 mm [N] 0.1 mm [N] 0.15 mm [N] 

LC1 0 0 5.01 

LC2 128.83 262.93 265.63 

LC3 160.77 244.09 249.60 

LC4 0 192.91 223.25 
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Mittausten ja simulaatioiden tulosten vertailu on esitetty taulukossa 9, jossa simuloituja voi-

mia verrataan mitattuihin yksittäisiin ajotapahtumiin, joiden ajokäyrät toimivat simulaatioi-

den lähtötietoina. 

 

Taulukko 9. Mittausten ja simulaatioiden tulosten vertailu. 

Kuormitusta-

paus 

Mitattu, LC 

[N] 

Siirto [mm] Simulaatio [N] Absoluuttinen 

ero [N] 

Suhteellinen 

ero [%] 

LC1 0 

0 0 0 - 

0.1 0 0 - 

0.15 5.01 5.01 - 

LC2 125.5 

0 128.83 3.33 2.65 

0.1 262.93 137.43 109.51 

0.15 265.63 140.13 111.66 

LC3 194 

0 160.77 -33.23 -17.13 

0.1 244.09 50.09 25.82 

0.15 249.6 55.6 28.66 

LC4 152 

0 0 -152 -100.00 

0.1 192.91 40.91 26.91 

0.15 223.25 71.25 46.88 

 

Taulukosta 9 voidaan havaita, että kuormitustapauksessa LC1 ilman kontaktielementtien 

siirtoa simulaatio vastaa mitattua. LC2:ssa simuloitu voima on lähellä mitattua, ero on 2,65 

%. Kuormitustapauksessa LC3 simulaatio tuottaa 17,13 % pienemmän voiman kuin mitattu. 

Kuormitustapauksessa LC4 kontaktia ei syntynyt, kun simulaatio suoritettiin ilman kontak-

tielementtien siirtoa. Kontaktin puuttuminen johtuu kuormituksen suuntautumisen ja kon-

taktialueen integraatiopisteiden sijainnin yhteisvaikutuksesta. 

Taulukosta voidaan havaita myös, että kontaktielementtien siirrolla on vähäinen vaikutus 

LC1:n tulokseen. Kuormitustapauksessa LC2 siirto kasvattaa simuloitua voimaa huomatta-

vasti ja tuottaa selvästi mitattua vertailuarvoa suurempia tuloksia molemmilla siirroilla. 

LC3:ssa molemmilla siirroilla simuloidut voimat ylittävät mittaustuloksen. LC4:ssa 0,1 

mm:n siirto tuo kontaktin näkyviin ja tuottaa 26,91 % mitattua vertailuarvoa suuremman 

voiman. Siirto 0,15 mm kasvattaa voimaa edelleen vertailuarvoa suuremmaksi. 
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Kuvassa 25 havainnollistetaan, miten simulaatioiden tulokset asettuvat suhteessa mittaus-

sarjojen jakaumiin kuormitustapauksissa LC1–LC4. Laatikkokaaviot esittävät kunkin kuor-

mitustapauksen mittaussarjan jakauman. Laatikon alareuna kuvaa mittaussarjan alaneljän-

nestä (Q1), yläreuna yläneljännestä (Q3) ja punainen viiva mittaussarjan mediaanitulosta. 

Viikset ulottuvat lähimpiin tilastollisesti ei-poikkeaviin mittauksiin ja tilastollisesti poikkea-

vat mittaukset on merkitty mustin symbolein. Värilliset symbolit kuvaavat simulaatioita eri 

siirtoarvoilla ja punainen ”X” osoittaa sen ajotapahtuman tuloksen, jonka kyseistä ajokäyrää 

simulaatioissa on käytetty. 

 

 

Kuva 25. Simulaatiotulokset suhteessa mittaussarjojen jakaumiin eri kuormitustapauksissa. 

 

Kuvasta 25 nähdään, että kuormitustapauksessa LC1 suoritetut simulaatiot korreloivat yh-

denmukaisesti mittaussarjan kanssa. Kuormitustapauksessa LC2 ilman siirtoa tulos sijoittuu 

jakauman sisälle ja siirroilla simulaatioiden tulokset ovat selvästi yli jakauman. Kuormitus-

tapauksessa LC3 ilman siirtoa simulaation tulos sijoittuu lähelle sarjan yläneljännestä ja siir-

roilla ylittää sarjan jakauman. Kuormitustapauksessa LC4 0,1 mm:n siirrolla simulaation 

tulos on mittausjakauman sisällä ja 0,15 mm:n siirrolla hieman jakauman yläpuolella. 
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Tulokset osoittavat, että kuorman kasvaessa alaohjaimiin kohdistuvat voimat kasvavat. Pa-

neelikokoonpanon alaosaan kohdistettu lisätty kuorma kasvattaa kokoonpanon heilah-

dusamplitudia ajon aikana, jolloin liikkeen seurauksena alaohjaimien rasitustaso kasvaa kon-

taktitilanteessa. Ovipaneelin massoilla 26 kg ja 36 kg kuormitus pysyy mittausten keskiar-

von perusteella samansuuntaisena. Tuloksista voidaan havaita, että simulaatiomallin vaste 

on suhteellisen herkkä välyksen lähtöarvolle sekä muutoksille. Välys vaikuttaa sekä kontak-

tin syntyyn että voiman suuruuteen, mikä ilmenee simuloiduissa kuormitustapauksissa LC2, 

LC3 ja LC4, joissa 0,1 mm:n muutos aiheuttaa kontaktivoiman huomattavan kasvun. 

Mittaustuloksista voidaan havaita, että mittausta ei voitu täysin toistaa. Mittaustulokset 

osoittavat vaihtelua, mikä viittaa siihen, että mittauksen toistettavuus on suhteellisen heikko 

yhtenäisistä ajoparametreista huolimatta, mikä laskee tulosten luotettavuutta. 

Tarkempaan ja luotettavampaan lopputulokseen voidaan mahdollisesti päästä parantamalla 

mittausmenetelmää ja simulaatiomallin lähtötietoja sekä lisäämällä käytettävien kontaktiele-

menttien määrää ja pienentämällä aika-askelta simulaatioissa. Yksi mahdollinen lähestymis-

tapa todellisen välyksen määrittämiseen olisi mitata kiskoprofiilin todelliset heitot ja siirtää 

kiskoprofiilin elementtien solmupisteitä mittaustulosten mukaisesti. Menettelyllä simulaatio 

vastaisi paremmin todellisia välyksen vaihteluja. On huomioitava, että nykyinen menetelmä, 

jossa siirretään ainoastaan alaohjaimen kontaktielementtejä, ei ole riittävä pidemmissä si-

mulaatioissa, koska välys voi vaihdella aseman mukaan ja johtaa siten virheellisiin tuloksiin, 

mikäli tarkkuusvaatimukset ovat korkeita. 

Ajorajoitteen laskenta ja sen interpolointi saattavat osaltaan aiheuttaa epätarkkuuksia simu-

laatioissa. Moottorin kierrosnopeus mitattiin vaihtelevalla näytteenottovälillä. Tarkastel-

luissa tapauksissa pienin tallennettu askelpituus oli 0,001 sekuntia ja suurin 0,193 sekuntia. 

Tämän vuoksi ratkaisijalle viety, lineaarisesti interpoloitu ajokäyrä ei välttämättä täysin vas-

taa todellista ajotilannetta, mikä vaikuttaa simuloituihin voimiin ja kontaktiin erityisesti ajon 

nopeissa muutostilanteissa.  

Reaalimaailmassa kiskoprofiili ja vetohihna voivat osaltaan joustaa kuormituksen vaikutuk-

sesta isommilla painoilla testattaessa, mikä voi mahdollisesti vaikuttaa tuloksiin. Näitä ei ole 

kuitenkaan sisällytetty simulaatiomalliin käytettävissä olevien laskentaresurssien rajoitusten 

vuoksi. 
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4.3  Mekaanisten muutosten vaikutusten simulointi 

Painopisteen sijainnin muutosten vaikutusta testilaitteen käyttäytymiseen tutkittiin vertaile-

villa simulaatioilla. Kehitysehdotuksen mukaisesti ovipaneelikokoonpanon painopistettä 

siirrettiin ovipaneelin alareunasta kohti keskiosaa. Kuvassa 26 on havainnollistettu paino-

pisteen siirron vaikutusta rakenteeseen ja miten painopiste sijoittuu käytännössä ennen ja 

jälkeen siirron. Simulaatiomallissa massakeskipisteen koordinaatistolla tehty muutos vastaa 

yksinkertaistettuna käytännön esimerkkinä 6x300x1173 mm teräslevyjen lisäämistä molem-

mille puolille ovipaneelia alkuperäisten painojen sijaan. Kuvasta nähdään, että muutetussa 

versiossa ovipaneelikokoonpanon paino jakautuu aiempaa tasaisemmin ovipaneelin alueelle, 

mikä vastaa paremmin todellista tilannetta ovijärjestelmässä. 

 

 

Kuva 26. Painopisteen siirron vaikutus rakenteeseen, ennen ja jälkeen. 

 

Simulaatiomallissa muutos toteutettiin siirtämällä massakeskipisteen koordinaatteja alkupe-

räisestä sijainnista (X = 0,17 m, Y = 0,43043 m, Z = 0,03 m) uuteen sijaintiin (X = 0,17 m, 

Y = 0,79504 m, Z = 0,03 m). Muutoksen seurauksena ovipaneelikokoonpanon massamo-

mentit muuttuivat taulukon 10 mukaisesti. 
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Taulukko 10. Ovipaneelikokoonpanon massamomentit ennen ja jälkeen siirron. 

Massamomentti Alkuperäinen [kg𝑚2] Muutettu [kg𝑚2] 

Ix 10.602 8.4936 

Iy 0.57265 0.44820 

Iz 11.111 8.9368 

 

Esiteltävät simulaatiot toteutettiin molemmissa tapauksissa samoilla asetuksilla käyttäen 

ovipaneelikokoonpanon painona 46 kg. Kuvassa 27 on esitetty vertailu alkuperäisen laitteen 

ja painopisteen siirron sisältävän simulaation välillä. Vertailussa tarkastellaan kannatinvau-

nun koordinaatiston kulman muutosta Z-akselin ympäri ajan funktiona. Kulman muutoksen 

suuruus osoittaa, kuinka paljon kokoonpano liikkuu X–Y-tason suuntaisesti ajon aikana, jol-

loin suurempi kulman muutos tarkoittaa laajempaa liikettä ja pienempi kulman muutos vä-

häisempää liikettä. 

 

 

Kuva 27. Kannatinvaunun kulman muutos ajon aikana. 

 

Kuvasta 27 voidaan havaita, että painopisteen siirrolla saadaan vaikutus kannatinvaunun 

kulman muutokseen sekä ajon aikana että pysäytyksen jälkeen. Muutetulla painopisteellä 

kannatinvaunun kulman muutoksen amplitudit ovat pienempiä kuin alkuperäisellä painopis-

teellä, mikä tarkoittaa, että kokoonpanon heilahdusten suuruus X–Y-tasossa on pienempi. 
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Kuvasta 27 nähdään myös, että muutetulla painopisteellä kulman muutoksen suuruus on 

maksimiasemissa pienempi kuin alkuperäisessä, mikä vähentää alaohjaimille tulevaa kuor-

mitusta. Tätä ilmiötä havainnollistetaan kuvassa 28, jossa on esitetty simuloidut alaoh-

jaimille kontakteista välittyvät ajonaikaiset voimat ajan funktiona. 

 

 

Kuva 28. Simuloidut alaohjaimille kontakteista välittyvät ajonaikaiset voimat. 

 

Kuvasta 28 voidaan havaita, että simulaatiossa alkuperäisellä kokoonpanolla alaohjaimiin 

kohdistuu kontakteista voimat 437,27 N ajassa 0,729 sekuntia ja 287,76 N ajassa 2,602 se-

kuntia. Kyseisissä kohdissa alaohjaimien simuloidut maksimijännitykset ovat vastaavasti 

64,778 MPa ja 43,815 MPa. Muutetussa kokoonpanossa alaohjaimille tulevat voimat ja jän-

nitykset ovat merkittävästi pienemmät, sillä liikkeen pienentyessä alaohjaimien ja kiskopro-

fiilin välille ei muodostu vastaavia kontakteja. 

Painopisteen muutos näkyy osaltaan myös kannatinrullien käyttäytymisessä. Kannatinrullan 

kontaktielementtien etäisyyden tarkastelu osoittaa, että muutetulla kokoonpanolla kannatin-

rullien ja kiskoprofiilin kontaktiaika yhden ajosyklin aikana kasvaa heilunta-amplitudin vai-

mentuessa. Tarkastelu on esitetty kuvassa 29. 
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Kuva 29. Kannatinrullan ja kiskoprofiilin välinen etäisyys. 

 

Havainto on merkityksellinen, sillä kynnysarvolla 1e-3 laskettuna vertailevien simulaatioi-

den tulosten perusteella kannatinrullat ovat nykyisellä kokoonpanolla irti kiskoprofiilista 

37,43 % ajasta yhden ajosyklin aikana, kun taas painopisteen siirron jälkeen vastaava arvo 

on 28 %. Mikä tarkoittaa, että kannatinrullien aktiivinen testaus- ja kuormitusaika pitenee 

muutoksen seurauksena. 

Vaikka arvoja ei voida tulkita absoluuttisina, sillä kuten kappaleessa 4.1 on liikkeen tarkas-

telun yhteydessä todettu, simulaatiomallin kannatinrullien kontaktien ajoitus ei ole täysin 

tarkka ja voi siten vääristää tulosta. Tulokset kuitenkin viittaavat siihen, että ehdotuksen mu-

kaisella painopisteen siirrolla on huomattava myönteinen vaikutus ja että muutos on jatko-

tutkimuksen arvoinen. 
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5  Johtopäätökset 

Työn tavoitteena oli kehittää hissin automaattiovien kannatinrullien testilaitteesta virtuaali-

nen simulaatiomalli, jonka avulla pystytään tutkimaan testilaitteen dynaamista käyttäyty-

mistä. Lisäksi työn tavoitteena oli tutkia parannusehdotuksia testilaitteen mekaaniseen to-

teutukseen. Simulaatiomalli kehitettiin hyödyntäen elementtimenetelmiä sekä monikappale-

dynamiikan laskentamenetelmiä kaupallisella ANSYS-ohjelmistolla. Simulaatiomallin tu-

losten tarkkuutta arvioitiin vertaamalla sen tuloksia käytännön mittauksiin, jotka suoritettiin 

oikealla testilaitteistolla. 

Simulaatioista saadut tulokset vastasivat pääsääntöisesti mitattuja arvoja laitteen liikkeen 

osalta, huomioiden käytetyn mittausmenetelmän virhemarginaalit. Alaohjaimiin kohdistuvat 

kuormitukset toistuivat pääosin simulaatioissa mittaustulosten mukaisesti, osa siirtämällä 

alaohjaimen kontaktielementtien solmupisteitä. Alaohjaimien kuormitusten mittausmenetel-

mää tulisi kuitenkin jatkokehittää sekä simulaatiomallin lähtötietoja tarkentaa tulosten luo-

tettavuuden parantamiseksi. 

Simulaatiomallin avulla onnistuttiin saamaan näkyviin rakenteen tutkimuksen kannalta mer-

kittävät dynaamiset ilmiöt. Tutkimuksen perusteella voidaan todeta, että laitteeseen kiinni-

tettävän kuorman painopisteen sijainti vaikuttaa oleellisesti testilaitteen suorituskykyyn ajo-

tilanteessa. Nykyisessä laitteessa lisäpainojen sijaintia sekä näiden säätömahdollisuutta ei 

voida pitää optimaalisena. Simulaatioista saatujen tulosten perusteella esitetty parannuseh-

dotus testilaitteen mekaaniseen rakenteeseen on jatkotutkimisen arvoinen. 

Tutkimus osoittaa simulaatiomallin ja käytettyjen menetelmien tuovan selkeitä etuja kanna-

tinrullien testilaitteen käyttäytymisen ymmärtämiseen ja tarpeen jatkokehittelyyn. Tutki-

muksen aikana simulaatiot mahdollistivat sellaisten ilmiöiden tarkastelua, joiden tutkiminen 

pelkästään pohjautuen käytännön mittauksiin olisi ollut hyvin aikaa vievää tai jopa mahdo-

tonta. On kuitenkin selvää, että simulaatiomallia voidaan edelleen parantaa esimerkiksi tar-

kentamalla ja laajentamalla sen lähtötietoja. Erityisesti kontaktimallinnuksen osa-aluetta tu-

lisi kehittää. Lisäksi käytettävällä ajokäyrällä on merkittävä rooli, sillä se vaikuttaa suoraan 

simulaatioiden tarkkuuteen ja luotettavuuteen. 
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Nykyisen testilaitteen tapauksessa kelluvan koordinaatiston menetelmän yhteydessä käy-

tetty yleistetyn α-menetelmän ja rajoitteisiin perustuvan kontaktimallinnuksen yhdistelmä ei 

ole laskentatehokkuuden kannalta optimaalinen ratkaisu, sillä se edellyttää mallin yksinker-

taistamista laskenta-aikojen hallitsemiseksi. Kelluvan koordinaatiston menetelmän etuna oli 

kuitenkin huomattava laskenta-aikasäästö perinteiseen elementtimenetelmään verrattuna, ja 

yksinkertaistetullakin mallilla tutkimuksen kannalta keskeiset dynaamiset ilmiöt saatiin nä-

kyviin. Tämä kuitenkin osittain rajoittaa menetelmästä saatavaa hyötyä, jos tutkimuksia on 

tarkoitus laajentaa. On todennäköistä, että tällöin vaihtoehtoisilla kontaktimallinnusmene-

telmillä lähestymistavasta voitaisiin saavuttaa enemmän hyötyä. Toinen mahdollinen rat-

kaisu olisi siirtyä menetelmän yhteydessä käyttämään Moreau–Jean aikaintegrointimenetel-

mää, jossa dynamiikkayhtälöiden muotoilu mahdollistaa sen, että aikaintegrointimenetelmä 

käsittelee samanaikaisesti sekä tasaista että epätasaista dynamiikkaa. Tällöin kuitenkin kon-

taktien havaitsemisen tarkkuus heikkenee, koska menetelmä perustuu kontaktitapahtumien 

absorptioon, jolloin yksittäisiä kontaktitilanteita ei pystytä määrittämään yhtä täsmällisesti. 

Mikäli tarkastelun pääpaino on kontaktissa, elementtimenetelmään perustuva tarkastelu on 

perusteltu. 

Mallin implementointi ohjelmistoon voidaan katsoa riittäväksi työn tavoitteiden kannalta. 

Yksiselitteistä johtopäätöstä parhaasta mahdollisesta toteutuksesta ei kuitenkaan voida 

tehdä. ANSYS Workbench on erittäin laaja ja monipuolinen ohjelmisto, joka sisältää useita 

analyysimoduuleja sekä asetuksia. Esimerkiksi Motion-, LS-Dyna- ja Explicit Dynamics -

lisäosat voisivat tarjota tarkempia mahdollisuuksia erityisesti työn aikana ilmenneiden kon-

taktiongelmien tutkimiseen. Näissä lisäosissa kuitenkin lähtötietojen tulee olla huomatta-

vasti laajemmat esimerkiksi materiaalimallien suhteen. Tutkimuksen aikana lisäosien ja ase-

tusten valintaan vaikutti myös avoimen dokumentaation saatavuus. On lisäksi mahdollista, 

etteivät valitut lisäosat ja asetukset olleet ohjelmiston laajasta tarjonnasta laskenta-aikojen 

kannalta optimaalisimmat. 

Työn aikana käsitellyt simulaatiot edustavat vasta pintapuolista raapaisua simulaatioteknii-

koiden hyödyntämisessä testilaitteen kehityksessä. Tutkimuksessa pääpaino oli laitteen dy-

naamisen käyttäytymisen selvittämisessä sekä alaohjaimien rasitusten tarkastelussa. Luon-

teva jatkokehityksen suunta olisi laajentaa testilaitteen käyttäytymisen tutkimista AMD D15 

-ovikoneiston ajoparametreille, jossa ajonopeudet ja kiihtyvyydet kasvavat. Toinen luonteva 

jatkotoimenpide olisi laajentaa tutkimus tarkempaan kannatinrullien ja niiden 
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käyttäytymisen tutkimukseen, sillä laite on ensisijaisesti suunniteltu niiden testausta varten. 

Erityisesti kannatinrullien tyypillisten vauriotilanteiden syntyyn johtavien kuormitus- ja ku-

lumisprosessien tunnistaminen voisi tarjota merkittävää tietoa laitteen ja mittausjärjestelyjen 

kehittämiseksi. Kun keskeiset vauriomekanismit ja niiden kehittymisvaiheet tunnetaan, voi-

daan mahdollisesti huonolaatuiset testikappaleet tunnistaa ja hylätä jo varhaisessa vaiheessa 

testausprosessia. Tämä mahdollisesti vähentäisi tarpeettomia mittauksia ja säästäisi testiai-

kaa verrattuna nykyiseen, testiryhmiä vertailevaan testausmenetelmään. 

Kaupallisella ohjelmistolla tehdyn tarkastelun jälkeen yksi erittäin mielenkiintoinen jatko-

toimenpide voisi olla laskennan kehittäminen räätälöityyn simulaatiomalliin, joka toteute-

taan esimerkiksi C++-ohjelmointikielellä. Lähestymistapa voisi mahdollistaa laskenta-ajan 

optimoinnin sekä mahdollistaa reaaliaikaisia sovellutuksia. 

Tieteellisestä näkökulmasta tutkimus ei tarjoa kovin merkittävää uutta tieteellistä tietoa tie-

deyhteisölle, vaan sen arvo perustuu jo vakiintuneiden ja tiedeyhteisön hyväksi toteamien 

menetelmien soveltamiseen käytännön tutkimusongelmaan. Näin ollen tutkimus vahvistaa 

käsiteltyjen menetelmien hyödynnettävyyttä käytännön sovelluksissa. Lisäksi tutkimuksen 

perusteella voidaan todeta, että käytetyt laskentamenetelmät ovat sovellettavissa myös mui-

hin hissin ovikoneistojen ja ovijärjestelmien tutkimusongelmien käsittelyyn. 
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Liite 1. Pysäytysajon tulosten FFT 3D-spektrikartat. 
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Liite 2. Alaohjainten rasitusten testisimulaation tulokset eri aika-askelilla. 
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