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Monte Carlo -integrointi on yleisesti käytetty numeerinen menetelmä, jolla approksimoidaan
integraaleja satunnaisotannan avulla. Sen käyttöä rajoittaa estimaattorin hidas suppenemi-
nen ja suuri varianssi. Tässä kandidaatintyössä tarkastellaan Monte Carlo -integroinnin nel-
jää varianssin pienentämismenetelmää. Työn tavoitteena on selvittää menetelmien vaikutuk-
sia Monte Carlo -estimaattorin varianssiin havainnollisten esimerkkitapausten kautta, sekä
tutkia miten niiden käyttäytyminen eroaa teoriasta käytännön simulaatioissa. Tutkimus to-
teutetaan soveltamalla varianssin pienentämismenetelmiä neljään testifunktioon MATLAB-
ympäristössä. Luotettava vertailu varmistetaan useilla näytemäärillä ja simulaatioiden tois-
toilla. Arviointikriteerinä käytetään ensisijaisesti varianssien vertautumista perinteisen Mon-
te Carlo -estimaattorin varianssiin.

Tuloksista huomataan, että varianssin pienentämismenetelmissä tehokkuuteen vaikuttaa olen-
naisesti integroitavan funktion ominaisuudet. Kontrollimuuttujamenetelmä osoittautui erityi-
sen tehokkaaksi tapauksessa, jossa funktiolla oli vahva korrelaatio kontrollimuuttujan kans-
sa. Antiteettisten muuttujien menetelmä toimi parhaiten monotonisilla funktioilla, kun taas
ositettu otanta suoriutui tasaisesti useissa eri tapauksissa. Painotetun otannan menetelmässä
tulokset vaihtelivat eniten, ja todennäköisyystiheysfunktion valinta vaikutti menetelmän toi-
mivuuteen oleellisesti. Tulosten perusteella toimivimman menetelmän valinta edellyttää tie-
toa integroitavan funktion ominaisuuksista, joiden perusteella valitaan optimaalinen mene-
telmä ja siihen sopivat parametrit. Tulokset havainnollistavat teoreettista tietoa Monte Carlo
-integroinnista ja varianssin pienentämismenetelmistä, sekä tarjoavat käytännönläheisen ver-
tailun niiden eduista ja rajoitteista.



Symboli- ja lyhenneluettelo

Latinalaiset aakkoset

f̄h Stratan h sisäinen keskiarvo
ÎN Monte Carlo -estimaattori näytemäärällä N

ai Lineaarikombinaation painokerroin
g(x) Kontrollimuuttujamenetelmässä käytettävä apufunktio
L Stratojen lukumäärä
q(x) Painotetun otannan menetelmässä käytetty todennäköisyystiheysfunktio
Ui Tasaisesti jakautunut satunnaismuuttuja välillä (0,1)
Xi Satunnaisotannalla muodostettu näytepiste
Yi Satunnaismuuttuja, jossa Yi = f (Xi)

Zβ Kontrollimuuttujaestimaattorin yksittäinen havainto
Zi Antiteettisen parin muodostama keskiarvo

Kreikkalaiset aakkoset

β Kontrollimuuttujamenetelmän säädettävä parametri
β ∗ Optimaalinen kontrollimuuttujaparametri
µg Kontrollimuuttujan g(Xi) odotusarvo
Ω Integrointialue
ρ Korrelaatiokerroin
σ f Funktion f (Xi) keskihajontaan liittyvä termi
σ2

f Funktion f (Xi) varianssi
σ2

h Stratan h sisäinen varianssi

Lyhenteet

AV Antiteettiset muuttujat
CV Kontrollimuuttuja
IS Painotettu otanta
STR Ositettu otanta



Ilmoitukset
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2. Microsoft Copilot

a. Työkalun käytön tarkoitus: Matlab-koodin vikojen selvitys

b. Selvitys työkalun käytöstä: Työkalua on hyödynnetty Matlab-koodin tarkistami-
sessa ja siltä on pyydetty korjausehdotuksia syntaksi- ja toimivuusvirheisiin.
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1 Johdanto

Monte Carlo -integrointi on keskeinen numeerisen analyysin työkalu, joka approksimoi in-
tegraalin arvoa satunnaisotantaan perustuvan estimaattorin avulla. Sen sovellusalueita ovat
mm. fysiikka, koneoppiminen ja finanssimatematiikka. Menetelmän vahvuus on tehokkuu-
den säilyttäminen sellaisissakin tilanteissa, joissa tavallisemmat integrointitavat vievät huo-
mattavan määrän aikaa. Tällaisia tilanteita ovat esimerkiksi moniulotteiset integraalit tai epä-
säännöllisten funktioiden integrointi. Monte Carlo -estimaattorin keskivirhe on σ f /

√
N, eli

varianssi pienenee suhteessa 1/N. Tästä johtuen tarvitaan noin nelinkertainen näytemäärä
virheen puolittamiseksi. Hidas suppeneminen on Monte Carlo -menetelmän merkittävä ra-
joite, mutta samalla se ei riipu ulottuvuudesta (Glasserman, 2004, s. 2–3). Menetelmän te-
hokkuus on siksi merkittävän riippuvainen estimaatin varianssin suuruudesta. Monte Carlo
-menetelmiä käytetään yhä enemmän korkeiden ulottuvuuksien ongelmien sekä suurten ai-
neistojen tai simulaatiomallien yhteydessä. Näissä tilanteissa kaikki parannukset laskennal-
lisessa tehokkuudessa ovat arvokkaita, minkä takia on tärkeää kehittää ja soveltaa varianssin
vähentämistapoja Monte Carlo -integroinnissa.

Monte Carlo -integroinnin sekä varianssin pienentämismenetelmien periaatteita on aiemmin
tarkasteltu useista näkökulmista. Glasserman (2004) antaa klassisen kuvauksen kontrolli-
muuttujien, antiteettisten muuttujien ja painotetun otannan teoreettisesta perustasta sekä nii-
den vaikutuksesta varianssiin. Ji ja Li (2015) painottavat Monte Carlo -menetelmien hyödyl-
lisyyttä suurten aineistojen analyysissä, kun taas Ritter (2014) havainnollistaa Monte Carlo
-integrointia ja varianssin pienentämistapoja simulaatiotapausten kautta. Lisäksi Leluc, Por-
tier ja Segers (2021) esittävät uudempia näkökulmia menetelmien parametrien optimointiin,
automaattiseen valintaan ja erityisesti kontrollimuuttujien korrelaatioperusteiseen valintaan.

Kirjallisuuden käsitellessä varianssin vähentämisen tapoja kattavasti aiempi tutkimus tarkas-
telee niitä pääosin joko teoreettisesta näkökulmasta tai tietyn sovelluskohteen kautta. Sen
sijaan vertailuja, joissa useita menetelmiä testataan samassa simulaatioympäristössä sekä
yhtenäisillä esimerkkifunktioilla, näytemäärillä ja mittareilla, tehdään harvoin erityisesti ha-
vainnollistavasta näkökulmasta. Lisäksi moni aiempi tutkimus keskittyy joko tiettyyn sovel-
lusspesifiin ongelmaan tai yksittäisen menetelmän optimointiin. Tästä johtuen tarve yhtenäi-
selle ja käytännönläheiselle vertailulle on perusteltu. Erityisen olennaista tämän työn tasolla
on, että menetelmien välisiä eroja havainnollistetaan yksinkertaisten ja selkeiden esimerk-
kien avulla, ilman sovelluskohteiden lisäämää monimutkaisuutta.

Tämän työn tutkimusongelma on selvittää, miten eri varianssin vähentämistavat vaikutta-
vat Monte Carlo -estimaatin varianssiin esimerkkitapauksissa ja miten menetelmien käyt-
täytyminen eroaa toisistaan käytännön simulaatioissa. Työssä tarkastellaan eroja neljän eri
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varianssin vähentämismenetelmän välillä ja verrataan niitä myös perinteiseen Monte Carlo
-integrointiin. Työn tavoite on tuottaa havainnollistava ja vertailukelpoinen kokonaisuus, jos-
sa em. menetelmiä sovelletaan muutamaan yksinkertaiseen yhden ja kahden muuttujan funk-
tioon MATLAB-ympäristössä. Tuloksia arvioidaan varianssin näkökulmasta. Työ on rajattu
koskemaan neljää yleistä varianssin pienentämismenetelmää ja muutamaa tarkoin valittua
testifunktiota, korkeampiulotteiset integraalitehtävät tai tarkemman sovelluskohteen simu-
loinnit rajataan työn ulkopuolelle.

Tutkielman luvussa 2 esitellään Monte Carlo -integroinnin sekä neljän valitun varianssin
pienentämismenetelmän teoreettinen tausta. Luvussa 3 kuvaillaan käytetyt menetelmät sekä
simulaatioiden tulokset, minkä jälkeen luvussa 4 esitellään tutkielman johtopäätökset.
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2 Monte Carlo -integrointi ja varianssin pienentämismenetel-

mät

2.1 Monte Carlo -integrointi

Monte Carlo -integroinnin tavoitteena on arvioida integraaleja satunnaisotantaa hyödyntävän
estimaattorin avulla. Estimaattori arvioi integraalin arvon laskemalla keskiarvon funktion ar-
voista satunnaisesti valituissa näytepisteissä (Ritter, 2014). Menetelmää käytetään erityisesti
tilanteissa, joissa analyyttinen integrointi on haastavaa tai ulottuvuuksia on paljon. Monte
Carlo -integroinnilla pyritään saamaan riittävän tarkka estimaatti mahdollisimman vähällä
määrällä laskennallisia resursseja. Tarkastellaan integraalia

I =
∫︂

Ω

f (x)dx, (1)

missä f : Ω → R on integroitava funktio tunnetulla integrointialueella Ω. Monte Carlo
-estimaattori tälle integraalille muodostetaan satunnaisotannalla

ÎN =
1
N

N

∑
i=1

f (Xi), (2)

missä näytepisteet Xi ovat toisistaan riippumattomia ja tasaisesti jakautuneita satunnaismuut-
tujia. Niiden jakauma määritellään integroimisalueella Ω.

Kuva 1: Funktio f (x) = x2 ja siihen muodostetut Monte Carlo -pisteet

Monte Carlo -estimaattorilla on useita keskeisiä ominaisuuksia. Yksi niistä on harhattomuus,



10

eli E[ÎN ] = I. Estimaattorin varianssi määräytyy yksittäisten näytepisteiden f (Xi) vaihtelun
mukaan. Havaintojen varianssi on

Var( f (Xi)) = E[ f (Xi)
2]−E[ f (Xi)]

2 (3)

Monte Carlo -estimaattorin varianssi saadaan siis jakamalla näytepisteiden varianssi otos-
koolla N:

Var(ÎN) =
Var( f (Xi))

N
. (4)

Varianssi pienenee suhteessa 1/N, kun taas keskivirhe

S(ÎN) =

√︂
Var(ÎN) =

√︁
Var( f (Xi))√

N
. (5)

skaalautuu suhteessa 1/
√

N ja määrää Monte Carlo -menetelmän suppenemisen nopeuden.

Estimaattori suppenee todelliseen integraalin arvoon lähes varmasti suurten lukujen lain no-
jalla (Glasserman, 2004, s. 2.) Havainnollistetaan tätä suppenemista tarkastelemalla integraa-
lia

I =
∫︂ 1

0
x2 dx =

1
3
.

Luodaan MATLAB-ympäristössä satunnaislukuja jakaumasta Xi ∼ Unif(0,1), joka on tasa-
jakauma välillä [0,1], ja lasketaan näiden perusteella Monte Carlo -estimaatti

ÎN =
1
N

N

∑
i=1

X2
i (6)

näytemäärille N = 1,2, ...,1000.

Kuvasta 2 voidaan nähdä, että pienillä näytemäärillä estimaatin arvossa on huomattavaa vaih-
telua. Näytemäärän kasvaessa tämä kuitenkin tasaantuu ja estimaatin arvo lähenee integraa-
lin todellista arvoa I = 1/3.

Monte Carlo -menetelmä toimii, mikäli muutama oletus toteutuu: satunnaisotannan tulee olla
riippumaton ja identtisesti jakautunut, funktion f varianssin on oltava äärellinen ja otanta-
alueen on vastattava integraalin määrittelyä. Muussa tapauksessa estimaattori voi olla har-
hainen tai varianssi voi kasvaa liikaa.
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Kuva 2: Monte Carlo -estimaattorin suppenemisen havainnollistus

2.2 Varianssin pienentämismenetelmät

Monte Carlo -menetelmä itsessään on yleispätevä ja yksinkertainen suorittaa, mutta luotetta-
van tuloksen saaminen voi vaatia erittäin suuria näytemääriä. Näin käy erityisesti silloin, kun
estimoitavalla funktiolla on suuri varianssi. Varianssin pienentämismenetelmien tavoitteena
on saavuttaa vähintään sama tarkkuus pienemmällä määrällä näytepisteitä. Niillä voidaan te-
hostaa laskentaa siten, että estimaattorin harhattomuus säilyy (Glasserman, 2004, s. 12–13,
186, 256).

Määritetään Monte Carlo -estimaattorin varianssin yleinen muoto. Tarkastellaan satunnais-
muuttujia Y1,Y2, ...,YN , joille pätee Yi = f (Xi). Estimaattori on tällöin

ÎN =
1
N

N

∑
i=1

Yi. (7)

Lineaarikombinaation varianssille pätee yleinen kaava

Var

(︄
N

∑
i=1

aiYi

)︄
=

N

∑
i=1

a2
i Var(Yi) + 2 ∑

1≤i< j≤N
aia j Cov(Yi,Yj) (8)

joka seuraa suoraan varianssin ja kovarianssin määritelmistä (Glasserman, 2004, s. 9–10).
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Kun ai = 1/N kaikille i:

Var(ÎN) =
1

N2

N

∑
i=1

Var(Yi) +
2

N2 ∑
1≤i< j≤N

Cov(Yi,Yj). (9)

Kun Yi ovat riippumattomia, niin Cov(Yi,Yj) = 0 kun i ̸= j. Tällöin kaava (9) supistuu muo-
toon

Var(ÎN) =
1

N2

N

∑
i=1

Var(Yi). (10)

Kun Yi ovat lisäksi identtisesti jakautuneita varianssilla Var(Yi),

Var(ÎN) =
Var(Yi)

N
. (11)

Molemmissa tapauksissa keskivirhe skaalautuu suhteessa 1/
√

N (Glasserman, 2004, s. 9–
10). Tämä varianssi määrittää, kuinka tehokasta laskenta on, minkä vuoksi menetelmien ta-
voitteena on joko pienentää yksittäisen Yi:n varianssia tai vaihtoehtoisesti luoda negatiivista
korrelaatiota satunnaispisteiden välille.

2.2.1 Kontrollimuuttujat

Kontrollimuuttujamenetelmässä käytetään apufunktiota g(x) eli ns. kontrollimuuttujaa. Funk-
tio g(x) valitaan siten, että sen odotusarvo E[g(Xi)] tunnetaan. Lisäksi funktion g(x) on kor-
reloitava vahvasti estimoitavan funktion f (x) kanssa. Monte Carlo -estimaattori, jossa on
hyödynnetty kontrollimuuttujaa, voidaan kirjoittaa muodossa

ÎCV
N =

1
N

N

∑
i=1

( f (Xi)+β (E[g(Xi)]−g(Xi))) , (12)

missä β on säädettävä parametri.

Määritetään optimaalinen parametri β ∗, jolla minimoidaan varianssi. Olkoon g(Xi) kontrol-
limuuttuja, jonka odotusarvo µg = E[g(Xi)] tunnetaan. Määritellään yksittäinen havainto

Zβ = f (X) − β
(︁
g(X)−µg

)︁
.

Tällöin E[Zβ ] = E[ f (Xi)] = I, eli harhattomuus säilyy kaikilla β . Monte Carlo -keskiarvon
varianssi skaalautuu muodossa Var(ÎCV

N (β ))=Var(Zβ )/N, joten minimoidaan Var(Zβ ) muut-
tujan β suhteen.
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Merkitään

σ
2
f = Var( f (X)), σ

2
g = Var(g(X)), σ f g = Cov( f (X),g(X)).

Koska vakion lisääminen ei muuta varianssia,

Var(Zβ ) = Var
(︁

f (X)−β (g(X)−µg)
)︁

= Var
(︁

f (X)−βg(X)
)︁

= σ
2
f −2β σ f g +β

2
σ

2
g .

Derivoimalla ja nollaamalla saadaan

d
dβ

Var(Zβ ) =−2σ f g +2βσ
2
g = 0 =⇒ β

∗ =
σ f g

σ2
g
,

ja koska d2

dβ 2 Var(Zβ ) = 2σ2
g > 0, kyseessä on minimipiste. Minimivarianssi on tällöin

Var(Zβ ∗) = σ
2
f −

σ2
f g

σ2
g

= σ
2
f (1−ρ

2), ρ =
σ f g

σ f σg
.

Siten varianssin suhteellinen väheneminen on 1−ρ2 ja vahva korrelaatio |ρ| tekee kontrol-
limuuttujasta tehokkaan.

Optimaalisella parametrilla β ∗ saadaan minimoitua estimaattorin varianssi, sillä se poistaa
estimaattorista sen vaihtelun, joka on yhteistä funktioille f ja g. Tästä syystä menetelmä on
tehokas silloin, kun f ja g korreloivat voimakkaasti, sillä tällöin suuri osa funktion f vaihte-
lusta voidaan selittää kontrollimuuttujalla g. Mikäli korrelaatio on heikko tai vääränsuuntai-
nen, kontrollimuuttujasta ei saada hyötyä varianssin pienentämiseen. Kontrollimuuttuja voi-
daan valita esimerkiksi regressiopohjaisilla menetelmillä tai automaattisilla valintamenetel-
millä, jotka perustuvat otosaineistosta estimoituihin korrelaatioihin (Leluc, Portier & Segers,
2021).

2.2.2 Antiteettiset muuttujat

Antiteettisten muuttujien menetelmässä jokaiselle satunnaiselle näytepisteelle U muodoste-
taan antiteettinen pari 1−U , ja estimaatti lasketaan molempien pisteiden keskiarvosta. Pe-
rusajatus menetelmässä on, että usein antiteettisten parien virheet ovat negatiivisesti korreloi-
tuneita, jolloin ne ainakin osittain kumoavat toisensa. Tämä johtaa varianssin pienenemiseen
ja siten estimaatin tarkentumiseen (Glasserman, 2004, s. 205–208).

Olkoon Ui ∼ Unif(0,1) ja muodostettu antiteettinen pari (Ui,1−Ui). Määritellään parikoh-
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tainen arvio
Zi =

1
2

(︂
f
(︁
Ui
)︁
+ f
(︁
1−Ui

)︁)︂
,

jolloin Monte Carlo -estimaattorin muoto on

ÎAV
N =

1
N

N

∑
i=1

Zi =
1

2N

N

∑
i=1

(︂
f (Ui)+ f (1−Ui)

)︂
. (13)

Estimaattori on harhaton ja

Var(ÎAV
N ) =

1
N

Var(Z1) =
1

4N
Var
(︂

f (U)+ f (1−U)
)︂

≤ 1
N

Var
(︁

f (U)
)︁
,

missä viimeinen epäyhtälö voidaan muodostaa antiteettisen parin keskinäisen riippuvuuden
vuoksi. Kun funktio f on monotoninen, niin suuret pisteiden Ui arvot vastaavat pieniä arvo-
ja pisteissä 1−Ui ja päinvastoin. Tällöin f (Ui) ja f (1−Ui) liikkuvat vastakkaisiin suuntiin,
mikä johtaa negatiiviseen kovarianssiin Cov( f (U), f (1−U)) ≤ 0. Tämä pienentää erotuk-
sen f (Ui)− f (1−Ui) ja siten myös estimaattorin varianssia. Toisaalta, jos funktion f muoto
on epäsäännöllisempi, antiteettinen pari ei tuota negatiivista korrelaatiota, jolloin menetel-
mä voi jopa lisätä kovarianssia parin välillä. Tässä tapauksessa varianssi ei pienene, vaan
voi joissain tapauksissa jopa kasvaa ja menetelmän suorituskyky voi muuttua epäedulliseksi
(Glasserman, 2004, s. 207–208).

2.2.3 Ositettu otanta

Ositetun otannan menetelmässä integroitava alue Ω jaetaan pienempiin osiin eli stratoihin, ja
Monte Carlo -estimaatti muodostetaan erikseen kullekin stratalle. Stratojen estimaatit yhdis-
tetään painotetusti, jolloin ne muodostavat lopullisen estimaatin integraalille. Menetelmällä
varmistetaan otannan tasainen leviäminen koko integraalialueelle ja vältetään satunnaispis-
teiden keskittymistä pienelle osalle aluetta (Ji & Li, 2015).

Jaetaan integroitava alue L strataan {Ωh}L
h=1, joilla on painot wh = P(X ∈ Ωh) ja ∑

L
h=1 wh =

1. Stratassa h käytetään yhteensä nh näytepistettä siten, että ∑
L
h=1 nh = N. Seuraavaksi muo-

dostetaan stratalle sisäinen keskiarvo

f̄h =
1
nh

nh

∑
i=1

f
(︁
Xh,i
)︁
,

missä näytepisteet Xh,i muodostetaan vain stratan Ωh sisälle. Näinollen Monte Carlo -estimaattori
on painotettu summa

ÎSTR
N =

L

∑
h=1

wh f̄h. (14)
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Koska stratoista poimitut otokset ovat toisistaan riippumattomia ja siten Cov(Yh,Yk) = 0 kai-
kille Yh ja Yk, kaava 8 supistuu muotoon

Var(Y ) =
N

∑
i=1

a2
i Var(Yi). (15)

Ositetun otannan Monte Carlo -estimaattori on painotettu summa

ÎSTR
N =

L

∑
h=1

wh f̄h,

joten käyttämällä kaavaa 15 saadaan

Var(ÎSTR
N ) =

L

∑
h=1

w2
h Var( f̄h). (16)

missä yksittäisen stratan sisäinen varianssi on

Var( f̄h) = Var

(︄
1
nh

nh

∑
i=1

f (Xh,i)

)︄
=

1
nh

Var
(︁

f (X)
⃓⃓
X ∈ Ωh

)︁
=

σ2
h

nh
.

Sijoittamalla tämä kaavaan 16 saadaan kokonaisvarianssiksi

Var
(︁
ÎSTR
N
)︁
=

L

∑
h=1

w2
h

nh
σ

2
h .

Varianssin pieneneminen perustuu siihen, että yksittäisen stratan sisällä vaihtelu σ2
h on pie-

nempää kuin koko alueen vaihtelu. Menetelmää hyödynnetään erityisesti tilanteissa, kun in-
tegroitavan funktion arvo vaihtelee merkittävästi integraalialueen eri osissa.

2.2.4 Painotettu otanta

Painotetun otannan menetelmä hyödyntää todennäköisyystiheysfunktiota q(x), jonka avulla
satunnaiset näytepisteet keskitetään integraalin tärkeille alueille. Tärkeitä alueita ovat sellai-
set, joissa integroitavan funktion arvo on suuri tai sen käyttäytyminen on muuten merkittä-
vää. Tällöin integraali esitetään muodossa

I =
∫︂

Ω

f (x)
q(x)

q(x)dx, (17)
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jolloin Monte Carlo -estimaattori on

ÎIS
N =

1
N

N

∑
i=1

f (Xi)

q(Xi)
, Xi ∼ q(x). (18)

Todennäköisyystiheysfunktion q(x) sopivuus vaikuttaa oleellisesti painotetun otannan me-
netelmän tehokkuuteen. Jotta estimaattori olisi käyttökelpoinen, on oltava q(x) > 0, kun
f (x) ̸= 0. Jos näin ei ole, suhde f (x)

q(x) voi kasvaa äärettömästi. Glasserman (2004, s. 278)
korostaa, että funktion q väärä valinta voi johtaa jopa äärettömään varianssiin, vaikka es-
timaattorin harhattomuus säilyisi. Käytännön tilanteissa tunnetaan harvoin optimaalinen ja-
kauma tiheysfunktion määrittämiseksi. Tämän vuoksi usein hyödynnetään approksimaatioita
tai monen jakauman yhdistelmiä. (Owen, 2013.)

Koska

ÎIS
N =

1
N

N

∑
i=1

Yi, Yi =
f (Xi)

q(Xi)

ja Yi ovat riippumattomia ja identtisesti jakautuneita, estimaattorin varianssi on

Var
(︁
ÎIS
N
)︁
=

1
N

Var(Yi). (19)

Määritetään yksittäiselle satunnaismuuttujalle varianssi Var(Yi). Tiedetään odotusarvon ole-
van integraalin todellinen arvo

E[Y1] =
∫︂

Ω

f (x)
q(x)

q(x)dx = I.

Jakauman toiselle momentille taas pätee

E[Y 2
1 ] =

∫︂
Ω

(︃
f (x)
q(x)

)︃2

q(x)dx =
∫︂

Ω

f (x)2

q(x)
dx.

Näinollen varianssi on

Var(Y1) = E[Y 2
1 ]−E[Y1]

2 =
∫︂

Ω

f (x)2

q(x)
dx− I2.

Sijoittamalla tämä kaavaan 19 saadaan painotetun otannan menetelmän varianssin kaava

Var
(︁
ÎIS
N
)︁
=

1
N

(︃∫︂
Ω

f (x)2

q(x)
dx− I2

)︃
. (20)

Kaava 20 havainnollistaa, miten tiheysfunktion q valinta vaikuttaa oleellisesti menetelmän
tehokkuuteen. Jos q valitaan verrannolliseksi | f (x)|:n muotoon, termi f (x)2

q(x) on koko inte-
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graalialueella pienempi, mikä voi pienentää varianssia huomattavasti. Toisaalta, jos funktion
q(x) arvot ovat liian pieniä alueila, joissa | f (x)| on suuri, suhde f (x)2

q(x) kasvaa nopeasti ja voi
johtaa suureen tai jopa äärettömään varianssiin.
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3 Menetelmät ja tulokset

3.1 Ohjelmistot, testifunktiot ja arviointikriteerit

Simulaatiot toteutettiin MATLAB-ympäristössä siten, että eri varianssien pienentämisme-
netelmiä voitiin vertailla suorituskyvyn näkökulmasta luotettavasti. Kaikissa simulaatioissa
käytettiin samaa perusprosessia. Ensin generoitiin integrointialueelle satunnaispisteitä vali-
tusta jakaumasta, minkä jälkeen laskettiin integroitavan funktion arvot kyseisissä pisteissä.
Monte Carlo -estimaatti muodostettiin ottamalla näistä arvoista keskiarvo. Näytemääriksi
valittiin 20 tasavälein olevaa arvoa väliltä N ∈ [100,10000].

Näiden lisäksi ositetun otannan menetelmässä integrointialue jaettiin yhden muuttujan ta-
pauksessa 10 strataan ja kahden muuttujan tapauksessa 10×10 strataan. Painotetun otannan
menetelmässä käytetyt jakaumat ja niiden todennäköisyystiheysfunktiot valittiin testifunk-
tion ominaisuuksien perusteella siten, että painotettiin niitä alueita, joilla integroitavan funk-
tion arvot ovat suurimpia. Vastaavasti kontrollimuuttujamenetelmässä funktio g(x) valittiin
siten, että se korreloi testifunktion kanssa.

Simulaatioissa hyödynnettiin yksinkertaisia yhden ja kahden muuttujan funktioita. Testi-
funktiot valittiin ominaisuuksiltaan niin, että ne edustaisivat riittävästi erilaisia tilanteita. Yh-
den muuttujan funktioista testifunktio f1(x) = x2 kasvaa tasaisesti, kun taas funktio f2(x) =

sin(πx) sisältää nollakohtia ja vaihtelua. Kahden muuttujan funktioista f3(x,y) = x2+y sisäl-
tää lineaarisen ja kvadraattisen termin ja f4(x,y) = e−(x2+y2) keskittyy voimakkaasti xy-tason
pisteen (0,0) lähelle. Yhden muuttujan testifunktioissa näytepisteet muodostettiin alueelle
x ∈ [0,1] ja kahden muuttujan funktioissa alueelle (x,y) ∈ [0,1]× [0,1]. Kaikille valituil-
le testifunktioille tunnettiin integraalin tarkka arvo, johon estimaattorin arvoa ja varianssia
voitiin verrata.

Keskeisenä arviointikriteerinä jokaiselle varianssin pienentämismenetelmälle laskettiin esti-
maatin varianssi simulaatioiden perusteella. Luotettavuutta arvioitiin toistamalla kukin simu-
laatio 1000 kertaa näytemäärää kohden ja laskemalla näytemääräkohtaiset varianssien kes-
kiarvot toistokertojen yli. Näytemäärää kasvattaessa tarkasteltiin myös eroja eri menetelmien
välillä.

3.2 Tulokset

Simulaatioissa vertailtiin perinteistä Monte Carlo -integrointia sekä neljää varianssin pienen-
tämismenetelmää neljän eri testifunktion tapauksessa. Jokainen kuvaaja esittää 1000 toiste-
tun simulaation perusteella lasketut estimaattorien varianssit näytemäärän N funktioina. Tu-
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lokset on eritelty testifunktion mukaan.

3.2.1 Testifunktio f1(x) = x2

Kuva 3: Varianssien keskiarvot testifunktiolla f1

Testifunktio f1(x) = x2 kasvaa monotonisesti välillä [0,1]. Varianssin pienentämismenetel-
mistä erityisesti antiteettisten muuttujien sekä kontrollimuuttujien menetelmät sopivat tä-
mänkaltaiselle funktiolle hyvin sen yksinkertaisen vaihtelun vuoksi. Kuvasta 3 nähdään tämä
huomattavana varianssin pienenemisenä verrattuna perinteiseen Monte Carlo -estimaattiin.
Kontrollimuuttujana käytettiin funktiota g(x)= x, jonka odotusarvo E[g(x)] = 1/2 tunnetaan.
Koska funktiot x ja x2 korreloivat voimakkaasti välillä [0,1], kontrollimuuttujan huomataan
poistavan osa funktion vaihtelusta.

Painotetun otannan menetelmässä käytetty jakauma oli q(x)∼ Beta(2,1), jonka tiheysfunk-
tio on q(x) = 2x. Tässä jakaumassa painotetaan suurempia muuttujan x arvoja, mikä sopii
integroitavan funktion kasvavaan muotoon. Kuvasta 3 nähdään, että painotetun otannan me-
netelmällä varianssi pienenee nopeammin kuin perinteisessä Monte Carlo -menetelmässä.
Ositetun otannan menetelmässä huomataan myös integrointialueen osittamisen tasoittavan
otantaa tehokkaasti ja pienentävän varianssia eniten kaikilla näytemäärillä.

3.2.2 Testifunktio f2(x) = sin(πx)

Testifunktiossa f2(x) = sin(πx) on enemmän vaihtelua ja siksi menetelmät, jotka hyötyvät
monotonisuudesta tai korrelaatiosta eivät ole yhtä tehokkaita. Tämä nähdään tuloksissa myös
kuvassa 4. Kontrollimuuttujana käytettiin funktiota g(x) = x ja huomattiin, että korrelaatio
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Kuva 4: Varianssien keskiarvot testifunktiolla f2

sinifunktion kanssa oli selvästi pienempi. Verrattuna simulaatioon testifunktiolla f1, kontrol-
limuuttujamenetelmä vähensi varianssia vähemmän tehokkaasti. Myös antiteettisten muut-
tujien menetelmässä huomataan, että funktio ei ole aidosti symmetrinen antiteettisen parin
(Ui,1−Ui) suhteen, joten varianssin pieneneminen oli vähäisempää. Kummassakaan me-
netelmässä ei saada merkittävää hyötyä varianssin pienenemiseen perinteiseen Monte Carlo
-estimaattiin verrattuna.

Toisaalta painotetun otannan menetelmässä käytettiin jakaumaa q(x)∼ Beta(2,2), joka pai-
nottaa arvoja lähellä x = 0.5, missä on funktion paikallinen maksimiarvo. Tuloksissa tä-
mä näkyy selvästi parempana suoriutumisena verrattuna niin perinteiseen Monte Carlo -
menetelmään kuin muihin menetelmiin nähden. Myös ositetun otannan menetelmän huo-
mattiin suoriutuvan hyvin ja varianssin pienenevän erityisesti pienemmillä näytemäärillä.

3.2.3 Testifunktio f3(x,y) = x2 + y

Kahden muuttujan funktio f3(x,y) = x2 +y kasvaa selkeästi molempien muuttujien suhteen.
Kontrollimuuttujana käytettiin funktiota g(x,y) = y tunnetulla odotusarvolla E[g(x,y)] =
1/2. Koska funktion muuttujasta y riippuva termi on lineaarinen, kontrollimuuttujan avul-
la pystyttiin poistamaan selkeä osa funktion vaihtelusta, mikä näkyy kuvassa 5 selvästi pie-
nempänä varianssina perinteiseen Monte Carlo -estimaattiin nähden.

Ositetun otannan menetelmässä nähdään integrointialueen osituksen hyödyt varianssin pie-
nenemisenä. Antiteettisten muuttujien menetelmän hyödyt jäävät vähäisiksi, koska muuttu-
jasta x riippuva termi ei ole lineaarinen. Painotetun otannan menetelmässä satunnaispisteet
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Kuva 5: Varianssien keskiarvot testifunktiolla f3

generoitiin jakaumasta (X ,Y )∼Beta(2,1)×Beta(2,1), jonka tiheysfunktio on q(x,y) = 4xy.
Tässä jakaumassa suuremmat muuttujien x ja y arvot saavat suuremman painon. Tuloksissa
kuitenkin huomataan, että perinteiseen Monte Carlo -estimaattiin nähden varianssi on kaikil-
la näytemäärillä suurempi eikä noudata teoreettista 1/N-skaalausta.

3.2.4 Testifunktio f4(x,y) = e−(x2+y2)

Kuva 6: Varianssien keskiarvot testifunktiolla f4

Testifunktio f4(x,y) = e−(x2+y2) on symmetrinen ja sen suurimmat arvot ovat lähellä xy-
tason pistettä (0,0). Kontrollimuuttujamenetelmässä käytettiin funktiota g(x,y) = y ja huo-



22

mattiin, että hyöty oli rajallinen, sillä funktio f4 ei ole lineaarinen kummankaan muuttujan
suhteen. Sen sijaan ositetun otannan menetelmässä huomataan, että integrointialueen ositta-
minen toimii varianssin pienentämisessä kohtuullisesti, kun funktio pienenee tasaisesti men-
täessä poispäin origosta. Antiteettisten muuttujien menetelmässä nähdään myös hyöty perin-
teiseen Monte Carlo -menetelmään verrattuna.

Painotetun otannan menetelmässä käytettiin jakaumaa (X ,Y )∼ Beta(1,2)×Beta(1,2), jon-
ka tiheysfunktio q(x,y) = 4(1−x)(1−y) painottaa pieniä arvoja. Kuvasta 6 huomataan, että
painotetun otannan menetelmä suoriutui simulaatioissa perinteistä Monte Carlo -estimaattoria
heikommin.
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4 Johtopäätökset

Tutkielmassa tarkasteltiin Monte Carlo -integroinnin neljää yleistä varianssin pienentämis-
menetelmää. Työn tavoite oli selvittää menetelmien vaikutukset Monte Carlo -estimaattorin
varianssiin selkeissä yhden ja kahden muuttujan esimerkeissä, sekä miten niiden käyttäyty-
minen käytännön simulaatioissa eroaa teoreettisesta tiedosta. Simulaatiot suoritettiin MATLAB-
ympäristössä useilla näytemäärillä ja ne toistettiin 1000 kertaa, minkä takia tuloksia voitiin
luotettavasti vertailla.

Tulokset osoittavat, että integroitavan funktion ominaisuudet vaikuttavat olellisesti varians-
sin pienentämismenetelmien tehokkuuteen. Testifunktiossa f1(x) = x2 kaikki varianssin pie-
nentämismenetelmät vähensivät varianssia merkittävästi verrattuna perinteiseen Monte Car-
lo -menetelmään. Erityisen hyvin suoriutuivat ositetun otannan, antiteettisten muuttujien se-
kä kontrollimuuttujamenetelmät, joiden kohdalla nähtiin merkittävästi pienemmät varianssit
myös pienemmillä näytemäärillä. Tämä johtuu testifunktion monotonisesta muodosta, josta
hyötyy sekä voimakas korrelaatio kontrollimuuttujan kanssa että antiteettisten parien nega-
tiivinen riippuvuus. Ositetun otannan menetelmässä puolestaan otannan tasoittaminen koko
integraalialueelle pienensi varianssia erityisen hyvin pienillä näytemäärillä. Myös painote-
tun otannan menetelmä toimi funktion f1 kohdalla hyvin, sillä käytetty todennäköisyysti-
heysfunktio vastasi hyvin funktion kasvavaa muotoa.

Testifunktion f2(x) = sin(πx) kohdalla havaittiin, että monotonisuudesta tai vahvasta korre-
laatiosta hyötyvät menetelmät eivät suoriutuneet enää yhtä tehokkaasti. Antiteettisten sekä
kontrollimuuttujien tehot heikkenivät huomattavasti verrattuna edelliseen testifunktioon ja
niiden hyödyt jäivät hyvin vähäisiksi perinteiseen Monte Carlo -menetelmään nähden. Osi-
tetun ja painotetun otannan menetelmät olivat suorituskyvyiltään vahvoja tämänkin funktion
kohdalla. Painotetun otannan todennäköisyystiheysfunktio valittiin vastaamaan funktion pai-
kallista maksimiarvoa, mikä korostaa menetelmän tehokkuutta suotuisalla jakaumalla.

Testifunktion f3(x,y) = x2 + y tapauksessa ositetun otannan ja antiteettisten muuttujien me-
netelmät osoittautuivat erityisen tehokkaiksi. Funktion tasainen kasvu integraalialueella mah-
dollisti sen, että ositetun otannan menetelmässä varianssi pieneni tasaisesti kaikilla käytetyil-
lä näytemäärillä. Myös kontrollimuuttujamenetelmä suoriutui vahvasti. Funktio sisältää line-
aarisen termin y, mikä mahdollisti funktion vaihtelun poistamisen kontrollimuuttujan avul-
la. Sen sijaan painotetun otannan menetelmä suoriutui perinteistä Monte Carlo -menetelmää
heikommin kaikilla näytemäärillä. Käytetty tiheysfunktio painotti oikeita alueita, muttei vas-
tannut riittävästi integroitavan funktion muotoa, jolloin estimaattorin varianssi oli suurempi
kuin muissa menetelmissä.
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Tuloksissa huomattiin testifunktion f4(x,y) = e−(x2+y2) kohdalla painotetun otannan mene-
telmän systemaattinen epäonnistuminen. Käytetty tiheysfunktio painotti origon läheisyyttä
lineaarisesti, kun integroitava funktio pienenee eksponentiaalisesti. Tämän yhteensopimat-
tomuuden seurauksena painoilla f (X ,Y )

q(X ,Y ) oli suurempi vaihtelu kuin funktion arvoilla, ja pai-
notetun otannan varianssi oli kaikilla näytemäärillä suurempi kuin perinteisen Monte Carlo
-estimaattorin varianssi. Tämä tulos havainnollistaa, että epäsuotuisasti valittu tiheysfunktio
voi tehdä menetelmästä epävakaan ja menetelmän hyödyt voivat jäädä olemattomiksi.

Tuloksista yleisesti voidaan todeta, että ositetun otannan menetelmä ja kontrollimuuttujat
osoittautuivat vakaimmiksi varianssin pienentämistavoiksi. Ne suoriutuivat vähintäänkin koh-
tuullisesti useilla testifunktioilla, vaikka käytössä olleet parametrit eivät olleet erityisen hie-
nosäädettyjä. Painotetulla otannalla puolestaan saavutettiin suurin hyöty vain tapauksissa,
joissa valittu tiheysfunktio vastasi integroitavan funktion muotoa riittävän tarkasti. Anti-
teettisten muuttujien menetelmä oli hyödyllinen monotonisille, muodoltaan yksinkertaisille
funktioille.

Keskeisenä johtopäätöksenä on, että mikään varianssin pienentämismenetelmistä ei ole yleis-
pätevästi paras vaihtoehto. Menetelmä tulee valita integroitavan funktion ominaisuuksien
perusteella ja erityisesti painotetun otannan menetelmässä tiheysfunktion oikea valinta on
oleellista menetelmästä saatavan hyödyn takaamiseksi. Tutkielmassa tehdyt simulaatiot an-
tavat havainnollisia esimerkkejä varianssin pienentämismenetelmien vahvuuksista, ehdoista
ja rajoitteista. Ne tukevat hyvin teoriassa tunnettuja periaatteita.

Tutkielmassa tarkastellut varianssin pienentämismenetelmät ovat sovellettavissa myös kor-
keampien ulottuvuuksien integraaleihin, mitä olisi luontevaa tarkastella myös jatkotutkimuk-
sissa. Lisäksi painotetun otannan menetelmän tiheysfunktion optimaalisempaa valintaa esi-
merkiksi adaptiivisilla menetelmillä voisi tutkia.
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