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Monte Carlo -integrointi on yleisesti kdytetty numeerinen menetelma4, jolla approksimoidaan
integraaleja satunnaisotannan avulla. Sen kdyttdd rajoittaa estimaattorin hidas suppenemi-
nen ja suuri varianssi. Tdssd kandidaatintyossa tarkastellaan Monte Carlo -integroinnin nel-
jaa varianssin pienentdmismenetelméi. TyOn tavoitteena on selvittii menetelmien vaikutuk-
sia Monte Carlo -estimaattorin varianssiin havainnollisten esimerkkitapausten kautta, sekd
tutkia miten niiden kéyttdytyminen eroaa teoriasta kidytdnnon simulaatioissa. Tutkimus to-
teutetaan soveltamalla varianssin pienentdmismenetelmid neljdén testifunktioon MATLAB-
ympiristossd. Luotettava vertailu varmistetaan useilla ndytemédrilld ja simulaatioiden tois-
toilla. Arviointikriteerind kiytetddn ensisijaisesti varianssien vertautumista perinteisen Mon-
te Carlo -estimaattorin varianssiin.

Tuloksista huomataan, ettd varianssin pienentdmismenetelmissé tehokkuuteen vaikuttaa olen-
naisesti integroitavan funktion ominaisuudet. Kontrollimuuttujamenetelma osoittautui erityi-
sen tehokkaaksi tapauksessa, jossa funktiolla oli vahva korrelaatio kontrollimuuttujan kans-
sa. Antiteettisten muuttujien menetelmé toimi parhaiten monotonisilla funktioilla, kun taas
ositettu otanta suoriutui tasaisesti useissa eri tapauksissa. Painotetun otannan menetelmissi
tulokset vaihtelivat eniten, ja todennédkoisyystiheysfunktion valinta vaikutti menetelmén toi-
mivuuteen oleellisesti. Tulosten perusteella toimivimman menetelmén valinta edellyttad tie-
toa integroitavan funktion ominaisuuksista, joiden perusteella valitaan optimaalinen mene-
telmad ja sithen sopivat parametrit. Tulokset havainnollistavat teoreettista tietoa Monte Carlo
-integroinnista ja varianssin pienentimismenetelmistd, sekd tarjoavat kidytdnnonldheisen ver-
tailun niiden eduista ja rajoitteista.
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g(x) Kontrollimuuttujamenetelmissi kiytettava apufunktio
L Stratojen lukumaara

q(x) Painotetun otannan menetelméssé kiytetty todennikoisyystiheysfunktio
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1 Johdanto

Monte Carlo -integrointi on keskeinen numeerisen analyysin tyokalu, joka approksimoi in-
tegraalin arvoa satunnaisotantaan perustuvan estimaattorin avulla. Sen sovellusalueita ovat
mm. fysiikka, koneoppiminen ja finanssimatematiikka. Menetelmén vahvuus on tehokkuu-
den siilyttdiminen sellaisissakin tilanteissa, joissa tavallisemmat integrointitavat vievét huo-
mattavan médrin aikaa. Tillaisia tilanteita ovat esimerkiksi moniulotteiset integraalit tai epi-
sddnnollisten funktioiden integrointi. Monte Carlo -estimaattorin keskivirhe on oy / VN, eli
varianssi pienenee suhteessa 1/N. Tistd johtuen tarvitaan noin nelinkertainen ndyteméaari
virheen puolittamiseksi. Hidas suppeneminen on Monte Carlo -menetelmén merkittivi ra-
joite, mutta samalla se ei riipu ulottuvuudesta (Glasserman, 2004, s. 2-3). Menetelmin te-
hokkuus on siksi merkittdvin riippuvainen estimaatin varianssin suuruudesta. Monte Carlo
-menetelmid kédytetddn yhi enemmin korkeiden ulottuvuuksien ongelmien seki suurten ai-
neistojen tai simulaatiomallien yhteydessi. Niissi tilanteissa kaikki parannukset laskennal-
lisessa tehokkuudessa ovat arvokkaita, minka takia on tirkedd kehittdd ja soveltaa varianssin

vihentdmistapoja Monte Carlo -integroinnissa.

Monte Carlo -integroinnin seki varianssin pienentdimismenetelmien periaatteita on aiemmin
tarkasteltu useista ndkokulmista. Glasserman (2004) antaa klassisen kuvauksen kontrolli-
muuttujien, antiteettisten muuttujien ja painotetun otannan teoreettisesta perustasta seki nii-
den vaikutuksesta varianssiin. Ji ja Li (2015) painottavat Monte Carlo -menetelmien hyodyl-
lisyyttd suurten aineistojen analyysissd, kun taas Ritter (2014) havainnollistaa Monte Carlo
-integrointia ja varianssin pienentdmistapoja simulaatiotapausten kautta. Lisédksi Leluc, Por-
tier ja Segers (2021) esittdvit uudempia nikokulmia menetelmien parametrien optimointiin,

automaattiseen valintaan ja erityisesti kontrollimuuttujien korrelaatioperusteiseen valintaan.

Kirjallisuuden késitellessd varianssin vihentdmisen tapoja kattavasti aiempi tutkimus tarkas-
telee niitd péddosin joko teoreettisesta ndkokulmasta tai tietyn sovelluskohteen kautta. Sen
sijaan vertailuja, joissa useita menetelmid testataan samassa simulaatioympéristossd sekd
yhtendisilld esimerkkifunktioilla, ndytemiirilld ja mittareilla, tehdédédn harvoin erityisesti ha-
vainnollistavasta ndkokulmasta. Lisidksi moni aiempi tutkimus keskittyy joko tiettyyn sovel-
lusspesifiin ongelmaan tai yksittdisen menetelmén optimointiin. Tésti johtuen tarve yhtenii-
selle ja kdytdnnonldheiselle vertailulle on perusteltu. Erityisen olennaista timén tyon tasolla
on, ettd menetelmien vélisid eroja havainnollistetaan yksinkertaisten ja selkeiden esimerk-

kien avulla, ilman sovelluskohteiden lisddmid monimutkaisuutta.

Tdmén tyon tutkimusongelma on selvittds, miten eri varianssin vihentdmistavat vaikutta-
vat Monte Carlo -estimaatin varianssiin esimerkkitapauksissa ja miten menetelmien kiyt-

tdytyminen eroaa toisistaan kdytdnnon simulaatioissa. TyOssé tarkastellaan eroja neljin eri



varianssin vihentimismenetelmin vililli ja verrataan niitd myos perinteiseen Monte Carlo
-integrointiin. TyOn tavoite on tuottaa havainnollistava ja vertailukelpoinen kokonaisuus, jos-
sa em. menetelmii sovelletaan muutamaan yksinkertaiseen yhden ja kahden muuttujan funk-
tioon MATLAB-ympiristossd. Tuloksia arvioidaan varianssin ndkdkulmasta. Ty on rajattu
koskemaan neljdd yleistd varianssin pienentdmismenetelmii ja muutamaa tarkoin valittua
testifunktiota, korkeampiulotteiset integraalitehtivit tai tarkemman sovelluskohteen simu-

loinnit rajataan tyon ulkopuolelle.

Tutkielman luvussa 2 esitellddan Monte Carlo -integroinnin sekd neljdn valitun varianssin
pienentdmismenetelmin teoreettinen tausta. Luvussa 3 kuvaillaan kédytetyt menetelmét sekd

simulaatioiden tulokset, mink jdlkeen luvussa 4 esitelldiin tutkielman johtopédtokset.



2 Monte Carlo -integrointi ja varianssin pienentdmismenetel-

mat

2.1 Monte Carlo -integrointi

Monte Carlo -integroinnin tavoitteena on arvioida integraaleja satunnaisotantaa hyddyntivin
estimaattorin avulla. Estimaattori arvioi integraalin arvon laskemalla keskiarvon funktion ar-
voista satunnaisesti valituissa ndytepisteissd (Ritter, 2014). Menetelméd kéytetdén erityisesti
tilanteissa, joissa analyyttinen integrointi on haastavaa tai ulottuvuuksia on paljon. Monte
Carlo -integroinnilla pyritdédn saamaan riittavin tarkka estimaatti mahdollisimman vahalla

madrilld laskennallisia resursseja. Tarkastellaan integraalia

[— /Q F(x)dx, (1)

missd f: Q — R on integroitava funktio tunnetulla integrointialueella €. Monte Carlo

-estimaattori tille integraalille muodostetaan satunnaisotannalla

. 1 Y
In= N Y f(x), 2
i=1

missi ndytepisteet X; ovat toisistaan riippumattomia ja tasaisesti jakautuneita satunnaismuut-

tujia. Niiden jakauma maédéritellddn integroimisalueella Q.

Funktio f(x) = 2® ja Monte Carlo -pisteet

fix) = x2

Satunnaispisteet
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Kuva 1: Funktio f(x) = x? ja siihen muodostetut Monte Carlo -pisteet

Monte Carlo -estimaattorilla on useita keskeisid ominaisuuksia. Yksi niistd on harhattomuus,
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eli E[Iy] = I. Estimaattorin varianssi mairiytyy yksittiisten niytepisteiden f(X;) vaihtelun

mukaan. Havaintojen varianssi on

Var(f(X:)) = E[f(X:)*] — E[f(X;)]? 3)

Monte Carlo -estimaattorin varianssi saadaan siis jakamalla ndytepisteiden varianssi otos-

koolla N:

Var(Iy) = w. “)

Varianssi pienenee suhteessa 1/N, kun taas keskivirhe

S(Iy) = \/ Var(Iy) = w 5)

skaalautuu suhteessa 1/v/N ja miérdd Monte Carlo -menetelmin suppenemisen nopeuden.

Estimaattori suppenee todelliseen integraalin arvoon lihes varmasti suurten lukujen lain no-

jalla (Glasserman, 2004, s. 2.) Havainnollistetaan tdtd suppenemista tarkastelemalla integraa-

12 1
I = dx=-.
/ox 3

Luodaan MATLAB-ympiristossi satunnaislukuja jakaumasta X; ~ Unif(0, 1), joka on tasa-

lia

jakauma vilill [0, 1], ja lasketaan ndiden perusteella Monte Carlo -estimaatti
= Lyx ©)
NE
nidytemddrille N = 1,2, ..., 1000.

Kuvasta 2 voidaan nihdd, ettd pienilld ndytemiirilli estimaatin arvossa on huomattavaa vaih-
telua. Ndytemiirdn kasvaessa tdmé kuitenkin tasaantuu ja estimaatin arvo ldhenee integraa-
lin todellista arvoa I = 1/3.

Monte Carlo -menetelmai toimii, mikdli muutama oletus toteutuu: satunnaisotannan tulee olla
riippumaton ja identtisesti jakautunut, funktion f varianssin on oltava direllinen ja otanta-
alueen on vastattava integraalin miirittelyd. Muussa tapauksessa estimaattori voi olla har-

hainen tai varianssi voi kasvaa liikaa.
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Estimaattorin arvo suhteessa integraalin todelliseen arvoon
0.9 T T . .
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_ 1
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Kuva 2: Monte Carlo -estimaattorin suppenemisen havainnollistus

2.2 Varianssin pienentdmismenetelmét

Monte Carlo -menetelmai itsessdédn on yleispitevi ja yksinkertainen suorittaa, mutta luotetta-
van tuloksen saaminen voi vaatia erittdin suuria ndyteméadrid. Niin kdy erityisesti silloin, kun
estimoitavalla funktiolla on suuri varianssi. Varianssin pienentdmismenetelmien tavoitteena
on saavuttaa vihintddn sama tarkkuus pienemmaélld médrilla ndytepisteitd. Niilld voidaan te-
hostaa laskentaa siten, ettd estimaattorin harhattomuus siilyy (Glasserman, 2004, s. 12—13,
186, 256).

Mairitetddn Monte Carlo -estimaattorin varianssin yleinen muoto. Tarkastellaan satunnais-

muuttujia Y1, Y,, ..., Yy, joille pitee ¥; = f(X;). Estimaattori on till5in

1
N ¢

1

M=

Iv = Y. (7

—

Lineaarikombinaation varianssille pitee yleinen kaava

N N
Var[ Y a¥i | =Y af Var(¥)) + 2 Y aia; Cov(V;,Y)) (8)
i=1 i=1 1<i<j<N

joka seuraa suoraan varianssin ja kovarianssin méiritelmistd (Glasserman, 2004, s. 9-10).
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Kun a; = 1/N kaikille i:

. 1 ¥ 2
Var(ly) = mziVar(Y,-) + —21<Z<NCOV(Y,',YJ'). )
1= <i1<J<

Kun Y; ovat riippumattomia, niin Cov(Y;,Y;) = 0 kun i # j. Tdlldin kaava (9) supistuu muo-

toon

. 1 ¥
Var(ly) = N7 ;Var(Y,-). (10
=
Kun Y; ovat liséksi identtisesti jakautuneita varianssilla Var(Y;),

Var(ly) = Va;\(lYi). (11)

Molemmissa tapauksissa keskivirhe skaalautuu suhteessa 1/ \/]V (Glasserman, 2004, s. 9—
10). Tama4 varianssi médrittdd, kuinka tehokasta laskenta on, minki vuoksi menetelmien ta-
voitteena on joko pienentdd yksittdisen Y;:n varianssia tai vaihtoehtoisesti luoda negatiivista

korrelaatiota satunnaispisteiden vilille.

2.2.1 Kontrollimuuttujat

Kontrollimuuttujamenetelméssé kiytetdan apufunktiota g(x) eli ns. kontrollimuuttujaa. Funk-
tio g(x) valitaan siten, ettd sen odotusarvo E[g(X;)] tunnetaan. Lisiksi funktion g(x) on kor-
reloitava vahvasti estimoitavan funktion f(x) kanssa. Monte Carlo -estimaattori, jossa on
hyodynnetty kontrollimuuttujaa, voidaan kirjoittaa muodossa

5=

(f(X0) + B (Elg(X:)] — ¢(Xi))), (12)

1N
=1

N :

1

misséd 3 on sdddettdvd parametri.

Midritetdén optimaalinen parametri 3*, jolla minimoidaan varianssi. Olkoon g(X;) kontrol-

limuuttuja, jonka odotusarvo u, = E[g(X;)] tunnetaan. Madritellddn yksittdinen havainto

Zg = f(X) — B(g(X)—pg)-

Tallsin E[Zg] = E[f(X;)] = 1, eli harhattomuus siilyy kaikilla 5. Monte Carlo -keskiarvon
varianssi skaalautuu muodossa Var(15V (B)) = Var(Zg)/N, joten minimoidaan Var(Zg) muut-

tujan 3 suhteen.
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Merkitddn

of = Var(f(X)), o = Var(g(X)), 0= Cov(f(X),8(X)).

Koska vakion lisddminen ei muuta varianssia,

Var(Zg) = Var(f(X) - B(g(X) — 1))
= Var(f(X) — Bg(X))
= G%—zﬁdfg"‘ﬁzqg'

Derivoimalla ja nollaamalla saadaan

d
—VaI'(Zlg) = —ZGfg—i—ZﬁG; =0 = [3* = Ofe

dp o2’
ja koska dd—[; Var(Zg) = 263 > 0, kyseessd on minimipiste. Minimivarianssi on tilldin
Var(Z *)zaz—c—j%gzcz(l—pz) p= 28
& re2 Y ’ Of0g

Siten varianssin suhteellinen viheneminen on 1 — p? ja vahva korrelaatio |p| tekee kontrol-

limuuttujasta tehokkaan.

Optimaalisella parametrilla f* saadaan minimoitua estimaattorin varianssi, silld se poistaa
estimaattorista sen vaihtelun, joka on yhteistd funktioille f ja g. Téstd syystd menetelmi on
tehokas silloin, kun f ja g korreloivat voimakkaasti, silld tdlloin suuri osa funktion f vaihte-
lusta voidaan selittdd kontrollimuuttujalla g. Mikéli korrelaatio on heikko tai vidrdnsuuntai-
nen, kontrollimuuttujasta ei saada hyotya varianssin pienentimiseen. Kontrollimuuttuja voi-
daan valita esimerkiksi regressiopohjaisilla menetelmillé tai automaattisilla valintamenetel-
milld, jotka perustuvat otosaineistosta estimoituihin korrelaatioihin (Leluc, Portier & Segers,
2021).

2.2.2 Antiteettiset muuttujat

Antiteettisten muuttujien menetelméssé jokaiselle satunnaiselle nédytepisteelle U muodoste-
taan antiteettinen pari 1 — U, ja estimaatti lasketaan molempien pisteiden keskiarvosta. Pe-
rusajatus menetelmissi on, ettd usein antiteettisten parien virheet ovat negatiivisesti korreloi-
tuneita, jolloin ne ainakin osittain kumoavat toisensa. Tamai johtaa varianssin pienenemiseen

ja siten estimaatin tarkentumiseen (Glasserman, 2004, s. 205-208).

Olkoon U; ~ Unif(0, 1) ja muodostettu antiteettinen pari (U;, 1 — U;). Miéritelldén parikoh-
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tainen arvio

Z; = %(f(Ui) + /(1 _Ui)>7

jolloin Monte Carlo -estimaattorin muoto on

1Y 1 Y
N L% = oy LA+ f01-0). (13)

[\

Estimaattori on harhaton ja

Var(iV) = ]lVVar(zl) _ %Var(f(U)Jr F1-0)) < ]lVVar (F(U)),

missi viimeinen epidyhtild voidaan muodostaa antiteettisen parin keskindisen riippuvuuden
vuoksi. Kun funktio f on monotoninen, niin suuret pisteiden U; arvot vastaavat pienid arvo-
ja pisteissd 1 — U; ja péinvastoin. Talloin f(U;) ja f(1 — U;) liikkuvat vastakkaisiin suuntiin,
miki johtaa negatiiviseen kovarianssiin Cov(f(U), f(1 —U)) < 0. Tdmi pienentdé erotuk-
sen f(U;) — f(1 —U;) ja siten myos estimaattorin varianssia. Toisaalta, jos funktion f muoto
on epdsddnnollisempi, antiteettinen pari ei tuota negatiivista korrelaatiota, jolloin menetel-
mi voi jopa lisdtd kovarianssia parin vélilld. Téssd tapauksessa varianssi ei pienene, vaan
vol joissain tapauksissa jopa kasvaa ja menetelmin suorituskyky voi muuttua epdedulliseksi
(Glasserman, 2004, s. 207-208).

2.2.3 Ositettu otanta

Ositetun otannan menetelméssa integroitava alue € jactaan pienempiin osiin eli stratoihin, ja
Monte Carlo -estimaatti muodostetaan erikseen kullekin stratalle. Stratojen estimaatit yhdis-
tetddn painotetusti, jolloin ne muodostavat lopullisen estimaatin integraalille. Menetelmalld
varmistetaan otannan tasainen levidminen koko integraalialueelle ja véltetifin satunnaispis-
teiden keskittymisti pienelle osalle aluetta (Ji & Li, 2015).

Jaetaan integroitava alue L strataan {Q}-_ |, joilla on painot w, = P(X € Q) ja Yh_ w; =
1. Stratassa h kédytetddn yhteensi nj, ndytepistettd siten, ettd Z%:1 ny = N. Seuraavaksi muo-

dostetaan stratalle sisdinen keskiarvo

_ 1 I
fh = _Zf(Xh,i>7

"h =1

missid ndytepisteet Xj, ; muodostetaan vain stratan €, sisélle. Nédinollen Monte Carlo -estimaattori

on painotettu summa

L
B™® =Y wi fin (14)
h=1



Koska stratoista poimitut otokset ovat toisistaan riippumattomia ja siten Cov(Y, ;)

kille Y}, ja Yz, kaava 8 supistuu muotoon
N
Var(Y) = Z a? Var(Y;)
Ositetun otannan Monte Carlo -estimaattori on painotettu summa

IN*® = Z Wi S,

joten kdyttdmilld kaavaa 15 saadaan
L
Var(I5™R) = Z wi Var(f;

missi yksittidisen stratan sisdinen varianssi on

2

Var(f},) = Var Zf Xh.i) :;—hVar(f(X){XGQh):Z—:.

Sijoittamalla tdmé kaavaan 16 saadaan kokonaisvarianssiksi

N‘N

L
Var fSTR Z

15

=0 kai-

15)

(16)

Varianssin pieneneminen perustuu sithen, ettd yksittdisen stratan sisélld vaihtelu G;% on pie-

nempii kuin koko alueen vaihtelu. Menetelmid hyodynnetéin erityisesti tilanteissa, kun in-

tegroitavan funktion arvo vaihtelee merkittivésti integraalialueen eri osissa.

2.2.4 Painotettu otanta

Painotetun otannan menetelmi hyodyntié todennikoisyystiheysfunktiota g(x), jonka avulla

satunnaiset ndytepisteet keskitetddn integraalin tirkeille alueille. Tirkeitd alueita ovat sellai-

set, joissa integroitavan funktion arvo on suuri tai sen kidyttdytyminen on muuten merkitté-

vad. Tilloin integraali esitetddn muodossa

f(x)
o q(x)

q(x)dx,

a7)
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jolloin Monte Carlo -estimaattori on

as_ L
N !

1=
= =
2| <

Xi ~q(x). (18)

Todennikoisyystiheysfunktion ¢g(x) sopivuus vaikuttaa oleellisesti painotetun otannan me-
netelmin tehokkuuteen. Jotta estimaattori olisi kdyttokelpoinen, on oltava g(x) > 0, kun
f(x) # 0. Jos niin ei ole, suhde % vol kasvaa ddrettomisti. Glasserman (2004, s. 278)
korostaa, ettd funktion ¢ vddrd valinta voi johtaa jopa ddrettomiin varianssiin, vaikka es-
timaattorin harhattomuus siilyisi. Kdytdnnon tilanteissa tunnetaan harvoin optimaalinen ja-
kauma tiheysfunktion méérittimiseksi. Taémin vuoksi usein hyddynnetiin approksimaatioita

tai monen jakauman yhdistelmid. (Owen, 2013.)

Koska

ja Y; ovat riippumattomia ja identtisesti jakautuneita, estimaattorin varianssi on
o 1
Var(IIIVS) =N Var(Y;). (19)

Midritetdédn yksittdiselle satunnaismuuttujalle varianssi Var(Y;). Tiedetddn odotusarvon ole-

van integraalin todellinen arvo

£

Elhl = o q(x)

g(x)dx=1.

Jakauman toiselle momentille taas pitee

Niinollen varianssi on
B f Jo
Var(Yy) = E[Y}] — E[Y;]? :

Sijoittamalla tdmi kaavaan 19 saadaan painotetun otannan menetelmén varianssin kaava

Var () = N( f()w—ﬂ). (20)

o q(x)

Kaava 20 havainnollistaa, miten tiheysfunktion ¢ valinta vaikuttaa oleellisesti menetelmin

2
tehokkuuteen. Jos ¢ valitaan verrannolliseksi |f(x)|:n muotoon, termi % on koko inte-
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graalialueella pienempi, miki voi pienentdi varianssia huomattavasti. Toisaalta, jos funktion

2
¢g(x) arvot ovat liian pieni alueila, joissa |f(x)| on suuri, suhde J;((Lx)) kasvaa nopeasti ja voi

johtaa suureen tai jopa dédrettdmédn varianssiin.
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3 Menetelmiit ja tulokset

3.1 Ohjelmistot, testifunktiot ja arviointikriteerit

Simulaatiot toteutettiin MATLAB-ympéristossa siten, ettd eri varianssien pienentdmisme-
netelmid voitiin vertailla suorituskyvyn ndkokulmasta luotettavasti. Kaikissa simulaatioissa
kiytettiin samaa perusprosessia. Ensin generoitiin integrointialueelle satunnaispisteiti vali-
tusta jakaumasta, minké jidlkeen laskettiin integroitavan funktion arvot kyseisissd pisteissi.
Monte Carlo -estimaatti muodostettiin ottamalla niistd arvoista keskiarvo. Naytemairiksi
valittiin 20 tasavilein olevaa arvoa vililtd N € [100, 10000].

Néiden lisdksi ositetun otannan menetelmésséd integrointialue jaettiin yhden muuttujan ta-
pauksessa 10 strataan ja kahden muuttujan tapauksessa 10 x 10 strataan. Painotetun otannan
menetelmissd kiytetyt jakaumat ja niiden todennékoisyystiheysfunktiot valittiin testifunk-
tion ominaisuuksien perusteella siten, ettd painotettiin niitd alueita, joilla integroitavan funk-
tion arvot ovat suurimpia. Vastaavasti kontrollimuuttujamenetelmissi funktio g(x) valittiin

siten, ettd se korreloi testifunktion kanssa.

Simulaatioissa hyddynnettiin yksinkertaisia yhden ja kahden muuttujan funktioita. Testi-
funktiot valittiin ominaisuuksiltaan niin, ettd ne edustaisivat riittavasti erilaisia tilanteita. Yh-
den muuttujan funktioista testifunktio fi(x) = x* kasvaa tasaisesti, kun taas funktio f>(x) =
sin(7rx) sisiltdd nollakohtia ja vaihtelua. Kahden muuttujan funktioista f3(x,y) = x> +y sisil-
tdd lineaarisen ja kvadraattisen termin ja f4(x,y) = e~ () keskittyy voimakkaasti xy-tason
pisteen (0,0) ldhelle. Yhden muuttujan testifunktioissa niytepisteet muodostettiin alueelle
x € [0,1] ja kahden muuttujan funktioissa alueelle (x,y) € [0,1] x [0, 1]. Kaikille valituil-
le testifunktioille tunnettiin integraalin tarkka arvo, johon estimaattorin arvoa ja varianssia

voitiin verrata.

Keskeiseni arviointikriteerini jokaiselle varianssin pienentimismenetelmalle laskettiin esti-
maatin varianssi simulaatioiden perusteella. Luotettavuutta arvioitiin toistamalla kukin simu-
laatio 1000 kertaa ndytemiérad kohden ja laskemalla ndyteméirdkohtaiset varianssien kes-
kiarvot toistokertojen yli. Ndyteméadrad kasvattaessa tarkasteltiin my0s eroja eri menetelmien

valilla.

3.2 Tulokset

Simulaatioissa vertailtiin perinteistd Monte Carlo -integrointia seki neljdi varianssin pienen-
tamismenetelméd neljédn eri testifunktion tapauksessa. Jokainen kuvaaja esittdd 1000 toiste-

tun simulaation perusteella lasketut estimaattorien varianssit ndyteméérdan N funktioina. Tu-
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lokset on eritelty testifunktion mukaan.

3.2.1 Testifunktio fi(x) = x

5 Varianssien keskiarvot eri menetelmissi
107

—&— Perinteinen Monte Carlo
—— Kontrollimiuttujat

—&— Antiteettiset muuttujat

Ositettu otanta

— 7 Painotettu otanta

Keskimé&driainen varianssi

7 | | | . I
10
0 2000 4000 6000 8000 10000

Naytemadra N
Kuva 3: Varianssien keskiarvot testifunktiolla f;

Testifunktio fj(x) = x> kasvaa monotonisesti vililli [0, 1]. Varianssin pienentimismenetel-
mistd erityisesti antiteettisten muuttujien sekd kontrollimuuttujien menetelmét sopivat ti-
minkaltaiselle funktiolle hyvin sen yksinkertaisen vaihtelun vuoksi. Kuvasta 3 nihdéién timéa
huomattavana varianssin pienenemisend verrattuna perinteiseen Monte Carlo -estimaattiin.
Kontrollimuuttujana kiytettiin funktiota g(x) = x, jonka odotusarvo E[g(x)] = 1/2 tunnetaan.
Koska funktiot x ja x> korreloivat voimakkaasti vililld [0, 1], kontrollimuuttujan huomataan

poistavan osa funktion vaihtelusta.

Painotetun otannan menetelméssi kéytetty jakauma oli g(x) ~ Beta(2, 1), jonka tiheysfunk-
tio on g(x) = 2x. Téssd jakaumassa painotetaan suurempia muuttujan x arvoja, mikd sopii
integroitavan funktion kasvavaan muotoon. Kuvasta 3 ndhdiin, ettd painotetun otannan me-
netelmalld varianssi pienenee nopeammin kuin perinteisessdé Monte Carlo -menetelméssa.
Ositetun otannan menetelméssd huomataan myds integrointialueen osittamisen tasoittavan

otantaa tehokkaasti ja pienentivén varianssia eniten kaikilla ndytemaarilla.

3.2.2 Testifunktio f>(x) = sin(7x)

Testifunktiossa f>(x) = sin(7x) on enemmin vaihtelua ja siksi menetelmit, jotka hyotyvét
monotonisuudesta tai korrelaatiosta eivit ole yhta tehokkaita. Timé ndhdédén tuloksissa myos

kuvassa 4. Kontrollimuuttujana kiytettiin funktiota g(x) = x ja huomattiin, ettd korrelaatio
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Varianssien keskiarvot eri menetelmissi

—8— Perinteinen Monte Carlo
e Kontrollimuuttujat

—&— Antiteettiset muuttujat
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Kuva 4: Varianssien keskiarvot testifunktiolla f>

sinifunktion kanssa oli selvisti pienempi. Verrattuna simulaatioon testifunktiolla f}, kontrol-
limuuttujamenetelmé véhensi varianssia vihemmiin tehokkaasti. My0s antiteettisten muut-
tujien menetelmissd huomataan, ettd funktio ei ole aidosti symmetrinen antiteettisen parin
(U;,1 — U;) suhteen, joten varianssin pieneneminen oli vihidisempdd. Kummassakaan me-
netelmissi ei saada merkittdvad hyotyd varianssin pienenemiseen perinteiseen Monte Carlo

-estimaattiin verrattuna.

Toisaalta painotetun otannan menetelmaissé kiytettiin jakaumaa g(x) ~ Beta(2,2), joka pai-
nottaa arvoja ldhelld x = 0.5, missd on funktion paikallinen maksimiarvo. Tuloksissa ti-
mi ndkyy selvdsti parempana suoriutumisena verrattuna niin perinteiseen Monte Carlo -
menetelmiin kuin muihin menetelmiin ndhden. Myds ositetun otannan menetelmén huo-

mattiin suoriutuvan hyvin ja varianssin pienenevin erityisesti pienemmillid ndytemairilla.

3.2.3 Testifunktio f3(x,y) = x*>+y

Kahden muuttujan funktio f3(x,y) = x> 4y kasvaa selkeisti molempien muuttujien suhteen.
Kontrollimuuttujana kiytettiin funktiota g(x,y) = y tunnetulla odotusarvolla E[g(x,y)] =
1/2. Koska funktion muuttujasta y riippuva termi on lineaarinen, kontrollimuuttujan avul-
la pystyttiin poistamaan selked osa funktion vaihtelusta, mikéd nikyy kuvassa 5 selvésti pie-

nempind varianssina perinteiseen Monte Carlo -estimaattiin nihden.

Ositetun otannan menetelmdssd nihdéddn integrointialueen osituksen hyoddyt varianssin pie-
nenemisend. Antiteettisten muuttujien menetelmén hyodyt jadvit vihiisiksi, koska muuttu-

jasta x riippuva termi ei ole lineaarinen. Painotetun otannan menetelmissi satunnaispisteet
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Varianssien keskiarvot eri menetelmissé
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Kuva 5: Varianssien keskiarvot testifunktiolla f3
generoitiin jakaumasta (X,Y) ~ Beta(2, 1) x Beta(2, 1), jonka tiheysfunktio on g(x,y) = 4xy.
Tédssd jakaumassa suuremmat muuttujien x ja y arvot saavat suuremman painon. Tuloksissa

kuitenkin huomataan, ettd perinteiseen Monte Carlo -estimaattiin ndhden varianssi on kaikil-

la ndytemadrilld suurempi eikd noudata teoreettista 1 /N-skaalausta.

3.2.4 Testifunktio fa(x,y) = e~ (P77

Varianssien keskiarvot eri menetelmissa
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Naytemaara N
Kuva 6: Varianssien keskiarvot testifunktiolla fy

Testifunktio fy(x,y) = e~ (%) on symmetrinen ja sen suurimmat arvot ovat ldhelld xy-

tason pistettd (0,0). Kontrollimuuttujamenetelmaissé kéytettiin funktiota g(x,y) =y ja huo-
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mattiin, ettd hyoty oli rajallinen, silld funktio f4 ei ole lineaarinen kummankaan muuttujan
suhteen. Sen sijaan ositetun otannan menetelmissid huomataan, ettd integrointialueen ositta-
minen toimii varianssin pienentdmisessd kohtuullisesti, kun funktio pienenee tasaisesti men-
tdessd poispdin origosta. Antiteettisten muuttujien menetelméssi ndhdddn myos hyoty perin-

teiseen Monte Carlo -menetelméin verrattuna.

Painotetun otannan menetelméssi kiytettiin jakaumaa (X,Y) ~ Beta(1,2) x Beta(1,2), jon-
ka tiheysfunktio g(x,y) = 4(1 —x)(1 —y) painottaa pienid arvoja. Kuvasta 6 huomataan, ettd
painotetun otannan menetelma suoriutui simulaatioissa perinteisti Monte Carlo -estimaattoria

heikommin.
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4 Johtopditokset

Tutkielmassa tarkasteltiin Monte Carlo -integroinnin neljdi yleistid varianssin pienentdmis-
menetelmid. Tyon tavoite oli selvittdd menetelmien vaikutukset Monte Carlo -estimaattorin
varianssiin selkeissid yhden ja kahden muuttujan esimerkeissé, sekd miten niiden kdyttiyty-
minen kdytdnnon simulaatioissa eroaa teoreettisesta tiedosta. Simulaatiot suoritettiin MATLAB-
ympiristdssd useilla ndytemiirilld ja ne toistettiin 1000 kertaa, minka takia tuloksia voitiin

luotettavasti vertailla.

Tulokset osoittavat, ettd integroitavan funktion ominaisuudet vaikuttavat olellisesti varians-
sin pienentimismenetelmien tehokkuuteen. Testifunktiossa fi (x) = x* kaikki varianssin pie-
nentdmismenetelmit vahensivit varianssia merkittavisti verrattuna perinteiseen Monte Car-
lo -menetelmién. Erityisen hyvin suoriutuivat ositetun otannan, antiteettisten muuttujien se-
ki kontrollimuuttujamenetelmat, joiden kohdalla nédhtiin merkittdvisti pienemmit varianssit
myds pienemmilld ndyteméérilld. Tdmé johtuu testifunktion monotonisesta muodosta, josta
hyotyy sekd voimakas korrelaatio kontrollimuuttujan kanssa ettd antiteettisten parien nega-
tiivinen riippuvuus. Ositetun otannan menetelméssd puolestaan otannan tasoittaminen koko
integraalialueelle pienensi varianssia erityisen hyvin pienilld ndytemairilli. Myos painote-
tun otannan menetelmi toimi funktion f; kohdalla hyvin, silld kiytetty todennékdisyysti-

heysfunktio vastasi hyvin funktion kasvavaa muotoa.

Testifunktion f>(x) = sin(7x) kohdalla havaittiin, ettdi monotonisuudesta tai vahvasta korre-
laatiosta hyotyvit menetelmét eivit suoriutuneet endd yhti tehokkaasti. Antiteettisten seki
kontrollimuuttujien tehot heikkenivdt huomattavasti verrattuna edelliseen testifunktioon ja
niiden hyodyt jdivét hyvin vihiisiksi perinteiseen Monte Carlo -menetelméin ndhden. Osi-
tetun ja painotetun otannan menetelmat olivat suorituskyvyiltidn vahvoja timénkin funktion
kohdalla. Painotetun otannan todennékdoisyystiheysfunktio valittiin vastaamaan funktion pai-

kallista maksimiarvoa, mikéd korostaa menetelmin tehokkuutta suotuisalla jakaumalla.

Testifunktion f3(x,y) = x> 4y tapauksessa ositetun otannan ja antiteettisten muuttujien me-
netelmat osoittautuivat erityisen tehokkaiksi. Funktion tasainen kasvu integraalialueella mah-
dollisti sen, ettd ositetun otannan menetelméssi varianssi pieneni tasaisesti kaikilla kiytetyil-
14 ndytemadrilld. Myos kontrollimuuttujamenetelmé suoriutui vahvasti. Funktio sisdltda line-
aarisen termin y, mikd mahdollisti funktion vaihtelun poistamisen kontrollimuuttujan avul-
la. Sen sijaan painotetun otannan menetelma suoriutui perinteistd Monte Carlo -menetelméi
heikommin kaikilla ndytemairilla. Kédytetty tiheysfunktio painotti oikeita alueita, muttei vas-
tannut riittdvésti integroitavan funktion muotoa, jolloin estimaattorin varianssi oli suurempi

kuin muissa menetelmissa.
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Tuloksissa huomattiin testifunktion f1(x,y) = ¢~ () kohdalla painotetun otannan mene-
telmin systemaattinen epdaonnistuminen. Kiytetty tiheysfunktio painotti origon ldheisyytti

lineaarisesti, kun integroitava funktio pienenee eksponentiaalisesti. Timén yhteensopimat-

fX,Y)
q(X.Y)

notetun otannan varianssi oli kaikilla ndyteméérilld suurempi kuin perinteisen Monte Carlo

tomuuden seurauksena painoilla oli suurempi vaihtelu kuin funktion arvoilla, ja pai-
-estimaattorin varianssi. Tamai tulos havainnollistaa, ettd epdsuotuisasti valittu tiheysfunktio

voi tehdd menetelmistéd epidvakaan ja menetelmin hyodyt voivat jiddd olemattomiksi.

Tuloksista yleisesti voidaan todeta, ettd ositetun otannan menetelmé ja kontrollimuuttujat
osoittautuivat vakaimmiksi varianssin pienentdmistavoiksi. Ne suoriutuivat vihintiinkin koh-
tuullisesti useilla testifunktioilla, vaikka kéaytossi olleet parametrit eivét olleet erityisen hie-
nosiidettyjd. Painotetulla otannalla puolestaan saavutettiin suurin hyoty vain tapauksissa,
joissa valittu tiheysfunktio vastasi integroitavan funktion muotoa riittdvin tarkasti. Anti-
teettisten muuttujien menetelmi oli hyodyllinen monotonisille, muodoltaan yksinkertaisille
funktioille.

Keskeiseni johtopédidtoksend on, ettd mikdédn varianssin pienentdmismenetelmisti ei ole yleis-
pitevésti paras vaihtoehto. Menetelmi tulee valita integroitavan funktion ominaisuuksien
perusteella ja erityisesti painotetun otannan menetelmissi tiheysfunktion oikea valinta on
oleellista menetelméstd saatavan hyodyn takaamiseksi. Tutkielmassa tehdyt simulaatiot an-
tavat havainnollisia esimerkkeji varianssin pienentimismenetelmien vahvuuksista, ehdoista

ja rajoitteista. Ne tukevat hyvin teoriassa tunnettuja periaatteita.

Tutkielmassa tarkastellut varianssin pienentdmismenetelmét ovat sovellettavissa myos kor-
keampien ulottuvuuksien integraaleihin, mité olisi luontevaa tarkastella my0s jatkotutkimuk-
sissa. Lisidksi painotetun otannan menetelmén tiheysfunktion optimaalisempaa valintaa esi-

merkiksi adaptiivisilla menetelmilld voisi tutkia.
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