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Osittaisdifferentiaaliyhtilo (ODY) kuvaa suureiden vilistd muutosta. Tdmin vuoksi ODY:t
ovat usein mahdottomia ratkaista. ODY:iden ratkaisemiseen kédytetddn numeerisid ratkaisu-
menetelmid, jotka arvioivat ratkaisun ldhelle todellista ratkaisua.

Téssi kandidaatintyOssi tutkitaan keskeisdifferenssimenetelmin soveltuvuutta vedenalaisen
yksiulotteisen (1D) déniaallon etenemisen mallinnuksessa. Aaltoyhtild kuvaa aallon etene-
misti, jossa aallon muoto pysyy samana. Monet fysikaaliset ilmiot seuraavat aallon liiketti,
kuten meri- ja dsniaallot. Aini on viliaineessa etenevii paineen muutosta, jossa on vaiheit-
tain yli- ja alipainetta. Tydssd perehdytidin Suomenlahden veden pintaan tulleen 1D dini-
aallon etenemistd syvyydessd, jossa korkeaan diinen nopeuteen vaikuttavat veden suolapitoi-
suus, limpétila ja syvyys. Ainen nopeus liitetizin tarkasteltavaan aaltoyhtiloon.

Keskeisdifferenssimenetelméi arvio ODY:n tarkastamalla jokaisen yksittdisen pisteen ympa-
rilld tapahtuvaa muutosta. Keskeisdifferenssimenetelmille luodaan ruudukko néisté yksittii-
sistd pisteistd. TyOssd lisidksi laaditaan muokattu Python-ohjelma ldhdekirjallisuudesta, jo-
ka simuloi ddniaallon liikkeen keskeisdifferenssimenetelmaélli ja tallentaa merenpintaan ja
-pohjaan tulleen diniaallon.

Tulokset osoittavat, ettd keskeisdifferenssimenetelmé on riittavd aaltoyhtidlon ratkaisuksi,
kun ruudukko on riittdvén tihed ja ratkaisu noudattaa stabiiliusehtoa. Tuloksista huomataan
myds, ettd ohjelman suurin pullonkaula on animaatio. Lopuksi esitetdén simulaation paran-
nusehdotuksia jatkotutkimusaiheiksi.
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Partial Differential Equation (PDE) portrays changes in variables. Because of this PDEs
are usually impossible to solve. To solve PDEs numerical methods are used where they
approximate the real solution.

This bachelor’s thesis studies the suitability of simulating underwater one-dimensional (1D)
sound wave propagation by central difference method (CDM). Wave equation portrays wave
propagation where waveform stays consistent. Many physical effects follow the movements
of wave propagation such as ocean and sound waves. Sound is pressure difference propagat-
ing through the medium where negative and high pressure propagate in phases. This thesis
examines 1D sound wave propagation in depth in Gulf of Finland where sound originates
from water surface and high sound speed is influenced by salinity, temperature and depth of
water. Sound speed is assigned to the examined wave equation.

CDM approximates PDE by examining changes around every individual points. Mesh con-
sisting of these individual points are created for CDM. In addition to the thesis modified
Python program from the source literature is created to simulate sound wave propagation
with CDM and record sound wave coming to sea surface and seabed.

Results show that CDM is sufficient for solving wave equation when the mesh is dense
enough and solution obeys a stability condition. Results also point that the biggest bottle-
neck in program is the animation. Finally suggested improvements for the simulation are
presented for follow-up research subjects.
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1 Johdanto

Monet fysikaaliset ilmi6t perustuvat aaltoihin ja niiden liikkumiseen ajassa samalla, kun nii-
den muoto pysyy suhteellisen samana. Néitd ovat esimerkiksi sdhkomagneettinen séteily,
gravitaatio-, meri- ja ddniaallot, joista tavallinen esimerkki on kitaran kielen viérind. Aallon
liikettd voidaan mallintaa aaltoyhtélolld, joka on yksi fysiikan tdrkeimpid osittaisdifferenti-
aaliyhtdloitd (ODY:itd). Tassd tyOssd laadittu Python-ohjelma ratkaisee aaltoyhtidlon kéytta-

malld keskeisdifferenssimenetelmaa.

Aikaisemmin differenssimenetelmilld on mallinnettu maanjiristyksid, tsunameja kaksiulot-
teisilla epélineaarisilla matalanveden yhtdloilld, tyrskyjd jatkuvuusyhtédl6illéd ja elektromag-
neettisia kenttid Maxwellin yhtiloilld (Moczo ym., 2014; Flouri ym., 2013; Miyata, 1986;
Weiland, 1996). Vedenalaisen ddnen mallinnusta on paranneltu kdyttimailld differenssime-
netelmdi (Xu ym., 2024) ja differenssimenetelmén tarkkuutta déiniaallon mallinnuksessa on
tutkittu olevan riittavd (Alford ym., 1974). Vedenalaisen dédnen tutkimuksesta on kiinnostu-
neet myos sotilaalliset tahot, kuten Yhdysvaltain laivaston vedenalaisen tutkimuskeskuksen

Lee & Papadkis (1979), jotka ovat tutkineet akustista aaltoyhtdldd sylinterikoordinaatistossa.

1.1 TyoOn tavoitteet ja tutkimusmenetelma

Téssd tyossd tutkitaan vedenalaisen ddnen etenemistd liittdmilld 44nen nopeus Suomen-
lahdella funktiona aaltoyhtdloon. Tavoitteena on liséksi laatia Python-ohjelma, joka simu-
loi keskeisdifferenssimenetelmilld, visualisoi ddnen etenemisen ja tallentaa merenpohjaan
ja -pintaan tulleen diniaallon. TyOssd tarkastellaan keskeisdifferenssimenetelmén antaman
ratkaisun stabiiliutta, nopeutta ja siten sen soveltuvuutta mallinnuksessa, kun kyseessd on
suuri ddniaallon nopeus. Ohjelmassa mitataan huippumuistinvaraus Pythonin tracemalloc-
kirjaston get_traced_memory()-komennolla ja CPU-aika, joka mittaa ohjelman suoritusno-
peutta, time-kirjaston process_time()-komennolla. Ty6 on rajattu yksiulotteisen (1D) &déni-
aallon késittelyyn, jossa ddniaalto on yksittidinen aalto ja Itimeren piirteitd on yksinkertais-
tettu. Tutkimusmenetelmini on kiytetty kirjallisuuskatsausta. Alkuperdinen 1dhdekoodi, 4i-
nen nopeuden yhtédld ja Suomenlahden meriveden arvot on poimittu lihdekirjallisuudesta.

Myos kaavojen johtamisessa on kdytetty apuna ldhdekirjallisuutta.

1.2 Ty0On rakenne

Tyo jakautuu johdannon lisdksi neljdén lukuun. Johdannon jidlkeen teoriaa kisittelevissi lu-
vussa esitetddn ODY:itd, tyossd kdytettaviid ratkaisumenetelmii, keskeisdifferenssimenetel-
mid ja muita ratkaisumenetelmid ODY:ille sekd lyhyesti ddnen fysikaalista taustaa ja aalto-

yhtélon historiaa. Seuraavassa luvussa esitetiddn simulaatiossa kiytettdvét arvot, miten simu-
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laatio toteutetaan ja mitkd vaikuttavat keskeisdifferenssimenetelmén antaman ratkaisun sta-
biiliuteen. Neljdnnessi luvussa kidyddin ldpi simulaation tulokset ja johtopaatokset. Lopuksi
tuodaan esille jatkotutkimusaiheita. Tyon lopussa on liite kdytetystd Python-ohjelmasta ja

keskeisdifferenssimenetelmissi kéytettyjen kaavojen johtamisen vélivaiheet.
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2  Teoria

2.1 Akustinen paine vedessi

Aini on mekaaninen aaltoliike, joka etenee viliaineen molekyylien virdhtelyn vilitykselld
ja ilmenee kokonaispaineenvaihteluina. Molekyylien vilinen hetkellinen kasvanut ja laske-
nut paine litkkuu eteenpdin aaltoliikkeen tavoin véliaineessa déinen nopeudella ja kutsutaan
toisella nimelld akustinen paine (Ainslie, 2010). Kun molekyylit poikkeavat tasapainotilas-
ta, ne tormédvit toisiinsa synnyttien eteenpdin hetkellisen ylipaineen ja taakseen hetkellisen
alipaineen. Alipaineessa molekyylit ovat harvempia kuin tasapainotilassa, jolloin paine alit-
taa tasapainopaineen, kun taas ylipaineessa paine ylittda tasapainopaineen. Staattinen paine
on mittauspisteen ympdrilld olevan suhteeellisen paineen P, ja normaalin ilmanpaineen P,
jonka méiritetddn olevan noin 101 300 Pa (White, 2003), summa. Vedenalaisessa tapauk-
sessa staattinen paine on hydrostaattinen paine, joka koostuu ilmanpaineesta sekéd paineesta
johtuen veteen kohdistuvasta painovoimasta (Ainslie, 2010). Koska paine P, riippuu syvyy-

destd D [m], myos hydrostaattinen paine on syvyyden funktio
Pstat(D) :Patm +Pa(D) (1)
(Ainslie, 2010).

Mielivaltaisessa paikkavektorissa x ja ajanhetkelld ¢ vedenalainen toiminta luo paine-eron
AP(x,1) kokonaispaineessa P, (X,?). Paikkavektorilla x kuvataan tapahtuvaa paine-eroa sy-
vyydessd, leveydessd ja pituudessa eli kolmiulotteisesti (3D). Kokonaispaine P, sisaltdd
staattisen ja yliméérdisen paine-eron summan. Akustinen paine voi olla suhteellisen pai-
neen P, tavoin ali- tai ylipainetta. Tédsséd kandidaatinty6ssi keskitytddn merenpintaan tulleen
paine-eron syvyydessi eli yksiulotteisessa tapauksessa, jolloin kdytetddn skalaaria x vektorin

X sijaan, jossa alkuperdinen yhtdlo on
Pt()t (X, t) = Pstat + AP(X; t) (2)

ja tarkasteltava yhtilo on
Ptot(xat) :Pstat+AP(xat) 3)

(Ainslie, 2010).
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2.2 Adnen nopeus vedessd

Ainen nopeuden kaava on johdettu jatkuvuus- ja liikeyhtilosti. Asinen nopeus on

2 aP
“=(5). @

jossa p on tiheys, p on paine ja alaindeksi s tarkoittaa ddnen liikkeen olevan isentrooppi-
nen prosessi eli entropia on vakio (White, 2003.) Asnen nopeuteen vaikuttaa viliaineen ti-
heys, jossa ddnen nopeus midrdytyy paineen muutoksen suhteen tiheyteen isentrooppisessa
prosessissa. Veden tiheyteen vaikuttaa moni tekijd, minkd vuoksi ddnen nopeuden funktiota

vedessd on hyvin hankala muodostaa.
Adinen nopeus vedessi on approksimoitu yhtiloni

c(T,S,D)
= 1449.2+4.6T —0.055T% +0.0002977 + (1.34 —0.0107)(S — 35) +0.016D  (5)
T € (0,35, € [0,45],D € [0,1000],

jossa T on lampdtila [°C], D on syvyys [m] ja S on suolapitoisuus [ppt]. Yhtidlo on muo-
dostettu yksinkertaistamalla monen termin ja asteen sisédltimii didnen nopeuden funktio-
ta. Yhtdlo on laadittu siten, ettd kertoimet ovat realistisia ja virhe todelliseen arvoon pie-
ni. Yhtdlo kuitenkin olettaa, ettd vesi sisdlld muita epdpuhtauksia. Yhtdlo on pateva vileilld
T €[0,35],S € [0,45] ja D € [0,1000] (Medwin, 1975.)

Suolapitoisuuden yksikko ppt (engl. parts per thousand) tarkoittaa tuhannesosaa eli on suu-
ruudeltaan promillen [%o] luokkaa. T#ssd tyossd mallinnetaan ddnen nopeutta vedessi, joka
on normaalissa ilmanpaineessa ja 15.5 °C lampétilassa 1490 m/s, joka on paljon suurempi
kuin dénen nopeus ilmassa samassa lampétilassa ja ilmanpaineessa 340 m/s (White, 2003).
Tamai johtuu siitd, ettd veden g_/l; on huomattavasti suurempi kuin ilman 3—5, jolloin paine-ero

etenee vedessd nopeammin kuin ilmassa.

2.3 Aaltoyhtdlon historiaa

Oliveira ym. (2020) kertovat aaltoyhtédlon alkuperéin juontuvan Newtonin toisesta laista. Brook
Taylor yhdisti Newtonin toisen lain matemaattisesti kielen vérinédén kirjassaan Methodus Inc-
rementorum Directa & Inversa (Taylor, 1717). Daniel Bernoulli osoitti, ettd kielen virina
koostuu loputtomien eri taajuisten sinikdyrien summasta (Bernoulli, 1740; Robinson, 1990).

Aaltoyhtidlon ensimméiisen muodon (6) esitti Jean Le Rond d’Alembert kirjassa Traité de
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Dynamique osana yhtdloryhmai
ddx = [ax + byldr* (6)
(d’Alembert, 1743).

D’ Alembert esitti myohemmin vuonna 1747 aaltoyhtdlon nykyisen muodon

Pu_

o2 a0 @)

kirjassa Recherches sur la courbe que forme une corde tendue mise en vibration, jossa a on
aallon vakionopeus (Jamil, 2016; d’ Alembert, 1747). Vuonna 1756 Leonhard Euler laajensi
aaltoyhtélon kolmiulotteiseksi (Jamil, 2016; Speiser ym., 2008). Vuonna 1759 Joseph-Louis
Lagrange esitti aaltoyhtdlon numeerisen ratkaisumenetelmin differenssimenetelmin avulla
kirjassa Recherches sur la nature et la propagation du son, kun aikaisemmin aaltoyhtdlo oli
ratkaistu erottelemalla muuttujat (Lagrange, 1759). Myohemmin Jean-Baptiste Fourier ke-
hitti Fourier-sarjan teoksessaan Théorie analytique de la chaleur, jossa miké tahansa funktio
voidaan muuntaa sarjaksi loputtomista erivaiheisista sini- ja kosinikdyristd (Fourier, 1822;
Oliveira ym., 2020). Fourier-muunnos on yksi ODY:n ratkaisumenetelmisti, joita esitelldin

luvussa 2.7.

2.4 Osittaisdifferentiaaliyhtilot ja aaltoyhtédlod

ODY:t ovat yhtiloitd, joissa on derivoituneita monen muuttujan funktioita. ODY:t kuvaa-
vat muutoksen suhdetta eivitkd anna tiettyd arvoa. Kahden muuttujan ODY:iden ratkai-
sut voidaan tdten esittdd pintana tai liikkuvana kédyridné eli animaationa. Kolmen muuttu-
jan ODY:iden ratkaisut voidaan vield visualisoida muuttuvana pintana, mutta neljin muuttu-
jan tapauksissa ratkaisun esittiminen ymmirrettdvind voi olla jo hankalaa. 1D ODY:ssd on
tdlloin kaksi muuttujaa, jossa tarkastellaan yhden muuttujan vaikutusta toiseen muuttujaan.

Kaksiulotteisessa (2D) ODY:ssd yksi muuttuja vaikuttaa kahteen muuhun muuttujaan.

Yhtilo

du(x,t)
at

=0. )

on esimerkki ODY:stid, jossa on funktio u(x, ), joka riippuu muuttujista x ja ¢. Funktion deri-
vaatta muuttujan ¢ suhteen on nolla eli funktion arvo ei muutu ¢ suhteen. Yhtélo ei kuitenkaan

kerro eksplisiittisesti muuttujien ¢ tai x arvoa missdin kohdassa.
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Kéytetdin seuraavia merkint6jd osittaisdifferentiaaleille

du

Uy ==

A
xx_axz'

Téssid tyossd perehdytédédn aaltoyhtdloon, joka on esitetty alla
Uyy + buy, = Pty + f(x,y), x € (0,D),y € (0,t], 9)

jossa alkuehdot ovat

u(x,0) =1I(x), x € [0,D] (10)
(%u(x,O) =V(x), x € [0,D] (11)
ja reunaehdot ovat
u(0,y)=0,  y>0 (12)
u(D,y)=0, y>0 (13)

(Langtangen, 2017).

Funktio f on ldhdetermi, joka mallintaa akustista aaltoa luovaa pisteldhdettd (Langtangen,
2017, Waldén, 1999). Yhtilossd (9) termi buy, on vaimentava tekijd, jossa on vaimennus-
kerroin b. Vaimentava tekijd pienentdd aaltoa viahentdmaélld sen reunojen derivaattaa samalla
periaatteella, kuten 1ampoyhtdlossa

U = Uyy. (14)

1ampo tasoittuu ajan kanssa. Visuaalisesti voidaan ajatella, ettd funktiossa u(x,y) pinnan kor-
keus riippuu muuttujista y ja x. Tdssd kandidaatintyossd funktio u(x,y) kertoo paine-eron
AP(x,t). Aikamuuttuja y on médritelty vililld (0,7] ja paikan muuttuja x on mééritelty vililld
[0,D]. Aaltoyhtdlo kuvaa liikettd madritetylld aikavililld (0,7] ja likkkumisvililld on [0, D],

vilien ulkopuolella aalto ei liiku, koska liikettd ei ole mééritelty ndiden vélien ulkopuolella.

Yhtilossd (10) funktio /(x) médrittdd aallon muodon alussa y = 0. Ilman ulkoista heritettd
aalto ei etene ja voidaan ajatella, ettd funktio /(x) on ulkopuolinen mekaaninen voima, joka
aiheuttaa staattisessa tilassa paine-eron. Yhtélossé (11) funktio V (x) miérittdd aallon nopeu-
den alussa. Yhtdlot (12) ja (13) madrittivit, ettd molemmat pait ovat kiinnitettyjd. Aalto el

etene ndiden pisteiden jilkeen vaan animaatiosta nidhtynd se kimpoaa toiseen suuntaan eli
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vaihtaa litkkumissuuntaa. Tarkasteltava aaltoyhtil6 (9) on méiritelmén mukaan toisen kerta-

luvun lineaarinen ODY, joka on hyperbolinen (Jathar, 2026).

2.5 Reunaehdot

Luonnollisissa reunaehdoissa eli Neumannin reunaehdoissa esiintyy vain funktion derivaat-
toja. Reunaehdot, joissa ei esiinny funktion derivaattoja kutsutaan olennaisiksi reunaehdoik-
si eli Dirichlet’n reunaehdoiksi. Jotta ODY:114 on yksiselitteinen ratkaisu, pitdd olla ainakin

yksi olennainen reunaehto. Dirichlet’n reunaehto on muotoa

f=0 (15)
ja Neumannin reunaehto on muotoa
of
2 _0 16
o (16)

(Haataja ym., 2002.)

Jos reunaehdoilla ei ole epdhomogeenisia osia, niin néitd reunaehtoja kutsutaan homogeeni-
siksi reunaehdoiksi. Termi % on reunaehdosta suuntautuvan normaalivektorin suunta (Lang-
tangen, 2017.) Tamin tyon kontekstissa normaalivektori on merenpohjasta ylospédin suuntau-
tuvan normaalivektorin suunta. Veden pinnassa normaalivektori on alaspidin suuntautuva eli
vastakkaissuuntainen kuin merenpohjan normaalivektori. Homogeeninen reunaehto vastaa

tasaisen pinnan tai pohjan tapausta. 1D tapauksessa pitee

LA A e —— (17)

(Langtangen, 2017).

2.6 Differenssimenetelma

Osittaisdifferentiaaliyhtiloiti on tavallisesti hyvin vaikea ratkaista analyyttisesti, joten niiden
ratkaisemiseen kdytetddn numeerisia menetelmid. Yksinkertainen numeerinen ratkaisu on

differenssimenetelmisti keskeisdifferenssimenetelma.

Muuttujien madrittelyvileistd (0,7] ja [0,D] luodaan diskreetit, kasvavat ja tasaviliset lu-

kujonot, joissa N; 4+ 1 ja Ny + 1 ovat alkioiden lukumiirit lukujonoissa. N; ja N, ovat siis
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askeleiden méérat lukujonoissa

[07y17y27"'7yN,*lvyN;] (18)

[0,X1,X2,...,XN'Y_1,XNX]. (19)

Lukujonoiden viimeisille alkioille pétee

£ =y, (20)
D=xy.. 1)

Lukujonoiden seuraavaan alkioon piistdédn lisadmilld nykyiseen alkioon vierettéisten alkioi-

den erotus eli muuttujan askelvili A

Ay = Yni1—=Yn (22)
Ax = Xip1 — X (23)
Ynt1 =Yn+Ay (24)
Xit1 = X +Ax. (25)

Samalla tavalla edelliseen alkioon pédstdin vihentimilld nykyisestd alkiosta muuttujan as-

kelvili

Yn—1=Yn — Ay (26)
Xi—1 = Xj— Ax. (27)

Askelvili voidaan my0s madritelld jakamalla viimeinen alkio askelten lukumééralla
(28)

(29)

Differenssimenetelmé (engl. Finite Difference Method) muuntaa ODY:n yhtdloryhméksi tar-
kastamalla viereisten pisteiden erotukset verrattuna keskelld olevaan pisteeseen. Differens-
simenetelmilld luodaan rekursiivinen pdivityskaava diskretisoidulle funktiolle. Péivityskaa-
valla saadaan approksimoitua ODY:n jokaisen pisteen midrittelyvéalilld. Timéa onnistuu kah-
den muuttujan ODY:issi siten, ettd luodaan médrittelyvileistd x € [0,D],y € (0,¢] kuvan 1
mukainen yksittdisistd pisteistd koostuva ruudukko, josta tarvittavat arvot saadaan. Ruudu-

kossa on x-akselilla N, + 1 pistettd ja y-akselilla N; 4 1 pistetta.
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(anNt)7 (-xluyNt)a (x27yNt)7 (-xNxfluyN;)a (-xNxayNt)
(07)}1)3 ('xlvyl)? (x2>)’1)7 (XNX—17)’1)7 (XNx,yl)
(070)7 (X] 70)7 <x270)7 s (xNx—l 70)7 (XNX,O)

Kuva 1: Havainnollistava kuva differenssimenetelmissi kdytetystd ruudukosta

Differenssimenetelmid on tavallisesti kolmea erilaista: eteenpiin ja taaksepdin laskettu se-
ki keskeisdifferenssimenetelmi. Eteenpdin lasketussa differenssimenetelméssd funktion en-
simmdisen kertaluvun derivaattaa lasketaan paikallisesti funktion nykyisen ja seuraavan ar-
von erotuksella. Taaksepiin lasketussa differenssimenetelméssi kiytetddn seuraavan arvon
sijaan edeltidvad arvoa. Keskeisdifferenssimenetelméssd ensimmaéisen kertaluvun derivaattaa

arvioidaan funktion seuraavan ja edeltdviin arvon erotuksena.

Keskeisdifferenssimenetelmissa arvioidaan funktion toisen kertaluvun derivaattaa laskemal-
la funktion nykyisen arvon erotus tulevaan ja edeltidvdidn arvoon. Keskeisdifferenssimenetel-
missi arvioidaan ldhempédni haluttua nykyisti arvoa kuin taaksepdin tai eteenpiin lasketussa
differenssimenetelmissi, koska ndissd menetelmissa kidytetddn kauempaa arvoa toisen deri-
vaatan approksimaatiossa eikd ympérilld olevia arvoja. Keskeisdifferenssimenetelmé antaa
siis tarkemman approksimaation funktion derivaatasta kyseisessd kohdassa kuin muut edelld

mainitut differenssimenetelmat.

Funktion ensimmadisen ja toisen kertaluvun derivaatat approksimoituna erilaisilla differens-
simenetelmilld. Merkinti f(x+ Ax) tarkoittaa funktion nykyisesté arvosta seuraavaan arvoon

tietylld askelvililld Ax ja samoin f(x — Ax) on nyKyisestd edeltdviin arvo askelvililld Ax.

Eteenpdin laskettu differenssimenetelma:

fa+Ax) - f(x)

f'x) = At (30)

P10y o L0240 —(2;;(; +A) £ f(x) a1
Taaksepdin laskettu differenssimenetelma:

) T8 (32)

100y e S0 =20 ) 4 (x280) )

(Ax)?
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Keskeisdifferenssimenetelma:

) o A0 = = A)
7~ e (34
[+ A0 —2£(3) + f(x— Av)

(Ax)?

f(x) = (35)

(Jathar, 2026.)

2.7 Muita ratkaisumenetelmia

Muita numeerisia ratkaisutapoja ODY:ille ovat elementtimenetelmi (engl. Finite Element
Method), Monte Carlon menetelmi, Fourier-muunnos ja differenssimenetelmisté kehittyneet
leapfrog-algoritmi ja Crank-Nicolsonin menetelmi (Jaun ym., 1999). Elementtimenetelmis-
si luodaan méirittelyjoukosta #irellisid elementtejd. Adrelliset elementit koostuvat solmu-
pisteistd, jotka muodostavat ruudukon kuvan 1 mukaisesti ja jokainen elementti kuvaa funk-
tion paikallista muutosta. Ruudukko voi olla elementtimenetelméssé epéasidinnollinen, jolloin
se sopii monimutkaisille geometrioille. Solmupisteet ratkaistaan lineaarisena matriisiyhtilo-

ni, jossa matriisin kertoimet kuvaavat fysikaalista ongelmaa (Nikishkov, 2004.)

Elementtimenetelmii yleensi kédytetdédn lujuustekniikassa, kun halutaan tietdd rakenteen kes-
tdvyydestd. Téalloin jokainen solmupiste edustaa pienti osaa rakenteesta ja analysoidaan mi-
ten jokainen solmupiste erikseen reagoi voiman vaikutukseen. Jokaisen solmupisteen rea-
gointi voiman vaikutuksen eri suuntiin kuvaa matriisiyhtilo. Néitd matriisiyhtéloitd yhdisté-

milld saadaan analysoitua koko rakenteen kestidvyyden.

Elementti- ja differenssimenetelmét ovat paikallisia menetelmid (engl. local methods), koska
ne ratkaisevat ODY:t tarkastamalla vierekkiisid arvoja. Kokonaismenetelmii (engl. global
methods) ovat diskreetti yksikkokonvoluutio algoritmi (engl. discrete singular convolution
algorithm) ja Fourier pseudospektri menetelmé (engl. Fourier pseudospectral method), joissa

on erittdin pienet virheet yksinkertaisessa aaltoyhtilon ratkaisussa (Yang ym., 2002.)

Seuraavassa luvussa kiytetddn keskeisdifferenssimenetelmii vedenalaista akustista painetta

kuvaavan aaltoyhtilon (9) numeeriseen ratkaisemiseen.
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3 Simulaatio

1D tilanteessa aaltoyhtdlon muuttuja x kuvaa veden syvyyttd ja y kuvaa aikaa. Tédssé tyossd
tarkastellaan Suomenlahden aluetta, jonka keskisyvyys on 37 m ja suurin syvyys on 123 m

(Rasmus ym., 2015). Niin ollen mééritetdén D = 37, jolloin x € [0,37].

Liitetddn ddnen nopeuden funktio (5) aaltoyhtdloon (9), jossa suolapitoisuus ja lampdétila
ovat vakioita ja ddnen nopeus riippuvat ainoastaan syvyydestd. Sjoqvist ym. (2015) mukaan
suolapitoisuus vaihtelee Itimeren eri alueilla, joten tdssd tyOssd tarkastellaan Suomenlahden
aluetta. Valitaan suolapitoisuudeksi S = 6, silli Suomenlahden pintameriveden suolapitoi-
suus on vililld 4-6 psu (Sjoqvist ym., 2015). Psu (practical salinity unit) on kidytdnnossa
sama suolapitoisuuden yksikko kuin ppt, mutta siind suolapitoisuus médrdytyy haihtumisen
ja sademédrin suhteen perusteella, silld nimi vaikuttavat pintameriveden suolapitoisuuteen
(NASA, 2011). Vaikka Suomenlahden pohjalla suolapitoisuus nouseekin noin 8 ppt (Kan-
kaanpéd ym., 2023), suolapitoisuus vdhenee noustessaan veden pinnalle (HELCOM, 2010).
Itimeren pinnan lampdtila oli vuonna 2018 keskimiérin 9°C (Siegel & Gerth, 2020), jo-
ten valitaan 7 = 9. Ty0ssé ei oteta huomioon suolapitoisuuden ja lampétilan vaihtelut eri

syvyyksissd vaan yksinkertaistetaan arvojen pysyvin samoina eri syvyyksissa.
Tarkasteltava aaltoyhtdld on muotoa
tyy + buty = (q(x)u) + £(x,), (36)
missi
g(x) = 1449.2 +4.6T —0.055T% +0.00029T> + (1.34 — 0.0107 ) (S — 35) +0.016x, (37)
jossa vakiot T =9ja S =6.

Kiytetdidn merkintdd u merkitseméén funktion u Kyseistd arvoa kohdassa i lukujonossa 19

ja n lukujonossa 18
uj = u(Xi,n)- (38)
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Yhtdlod (36) approksimoiden keskeisdifferenssimenetelmélld saadaan muotoon

1
u’-hLl _

1
= |2uf + <—bAy— 1) ul™!

2

1/ Ay\?
+§ (A_x) [(Qi+4i+1)(”?+l —uj) = (qi+qi—1)(uj —ui_y)

+Ay2f‘in+1] ) (39)

Kaavan (39) johtaminen on tehty liitteessi 2.

y

Kuva 2: Havainnollistava kuva keskeisdifferenssimenetelmin toteutuksesta ruudukossa

3.1 Reunaehtojen siséllyttdiminen

Ajanhetkelld y = 0 eli ensimmdiselld aikayksikolld asetetaan alkuehdosta (10) yhtélon 7(x)

arvot.

Kuvasta 2 huomataan, etti ei voida arvioida lukujonon 19 reunapisteitd. Reunapisteiden las-
kemiseen tarvitaan pisteitd, jotka ovat madritetyn ruudukon ulkopuolella. Liittimalld yhta-
166n (39) Dirichlet’n reunaehto (15) tai Neumannin reunaehto (16) saadaan ratkaistua al-
kupisteet muodossa. Dirichlet’n reunaehtoa kiyttdmalld lisdtdén suoraan reunaehdon arvo

reunapisteisiin.

Tamin tyon kannalta Neumannin reunaehto on olennaisempi kuin Dirichlet’n reunaehto,
koska Neumannin reunaehto seuraa intuitiivisesti merenpohjan pinnan muotoa. Dirichlet’'n
reunaehto asettaisi reunapisteiden arvoksi tietyn luvun. Tamai tarkoittaisi sitd, ettd reunalla

olisi aina jotain paine-eroa, joka ei tdsméii todellisuutta.

Neumannin reunaehto veden pinnassa eli x = 0 approksimoidaan keskeisdifferenssimenetel-
milld (34). Itimeren pohjan muoto on hyvin moninainen etenkin Suomenlahden alue, jos-

sa kallioperdn pddlld on kerrostuneita sedimenttikivid (Itdmeri.fi, 2025). Koska késitelldédn
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1D aaltoyhtidl6d, aalto etenee pinnasta kohtisuoraan merenpohjaan ja kohtisuorassa takaisin
pintaan. Jos aalto kimpoaa pohjasta erisuuntaisesti, se ei ole endén tarkastelualueella. Tédssi
tydssid merenpohjan oletetaan olevan tasainen, jolloin Neumannin reunaehto on homogeeni-

nen (Lee & Papadkis, 1979). Merenpinnalla x = 0 saadaan reunaehto muotoon

n n
uy—u_

x=

9
ox

ja merenpohjassa x = D saadaan reunaehto muotoon

d

ox

n n
_ UN1 T Uy

ZAX‘ :0 — ulri]x+1 = u?&*l (41)

x=L

(Langtangen, 2017).

Liittdmalld yhtdloon (39) saadaan ratkaistua alkupisteet muodossa

1 1
+1 _ -1
Ay ? n n 2 rn+1
+2 A qi(u'] —ug) + Ay~ fg (42)

ja loppupisteet saadaan ratkaistua muodossa

1
L — 7 +(—bA —1) T
Ne T Tpay | T T2 N
Ay 2
+2<E> qi(u}@x,l—u?\,}c)+Ay2 ;f,:rl] (43)

Kaavojen (42) ja (43) johtamiset on tehty liitteessa 3.

Koska ei voida arvioida lukujonon 19 reunapisteitd, myOskéén ei voida arvioida lukujonon
18 reunapisteitd eli arvoja ajanhetkelld y = y;. Tdhédn ongelmaan kiytetdin alkuehtoa (11),

jossa on ensimmadisen kertaluvun osittaisderivaatta.

Alkuehto (11) approksimoituna keskeisdifferenssimenetelmilld (34)

1 1

v V(x) = u; ' =ul —2V(x)Ay (44)

1
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saadaan kaava
1 0 1
u =u; — (EbAy— 1) V(x)Ay

1 [ Ay 2 0 0 0 .0 1o
+7 (A_x) [(Cli+6]i+1)(”i+1 —u;) = (gi+qi-1)(w _”H)] +5A @5

Kaavan (45) johtaminen on tehty liitteessa 4.

Homogeenisen Neumannin reunaehdon toteutuksen johtaminen ajanhetkelld y = y; on sa-

mankaltainen kuin johtaminen kaavoissa (42), (43) ja (45).

1
o = ud — (EbAy— l)V(x)Ay

AN 0 o 1o
+(E> %’(”1_”0)+§A)’ fo (46)

1
u}vx = ujovx - (EbAy— 1) V(x)Ay

Ay\ 2 1
# () @l i)+ 5077 @

3.2 Ratkaisun stabiilius

1 1
1+ 1bAy 2
1 Ay 2 n n n n
+5 (E) [(%Jrqz‘+1)(”i+1 — ;) = (qi+qi-) (1 —uiy)
JrAyzfinH] (39)

Kaavassa (39) huomataan termin % ja ddnen nopeuden funktion g olevan kertoimena. Ker-
roin vaikuttaa paikan x muuttujan vierekkéisten arvojen vaikutuksen suuruuteen approksi-

maatiossa. Jos kerroin olisi suurempi kuin yksi

A
qA—)yC > 1, (48)

niin tdlldin vierekkéiset arvot vaikuttavat liian paljon approksimaatioon, virhetti kertyy jo-

kaiselta ajan ja paikan askelvililtd ja differenssimenetelmén ratkaisu kasvaa liian suureksi.
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Koska didnen nopeus muuttuu, valitaan ddnen suurin nopeus madrittelyvéililtd. Tamén seu-
rauksena tulee ehdoksi Ay
QmaxA_)C <l, (49)
jotta differenssimenetelmén ratkaisu on stabiili kaikilla méérittelypisteilld. Tamén ehdon ni-
mi on Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) -ehto. CFL-ehdosta kirjoittivat Courant ym. (1928)
kirjassa Uber die partiellen Differenzengleichungen der mathematischen Physik. Ehdon mu-
kaan ajan muuttujan pisteiden vili tulee olla pienempi kuin paikan muuttujan pisteiden vili.
Ainen nopeus vedessi on todella suuri, jonka seurauksena Ay tulee olla paljon pienempi
kuin Ax. Courantin luku mééritetién
Ay
C= Ay’ (50)

jossa ¢ on vakio aallon nopeudelle.

Tdamén kandidaatintyon kannalta Courantin luvun muoto muuttuvalla aallon nopeudella on

A
CZQmaxA_za (51)

jolloin CFL-ehto ratkaisun stabiiliudelle on

c<l1. (52)

3.3 Koodin toteutus

Ohjelma on tehty Python-ohjelmointikielelléd ja ottaa sydtteend funktiot f(x,y), I(x), V(x)
ja luvut syvyydelle D, suolapitoisuudelle S, ajankestolle 7, vaimennustermille b, Couran-
tin luvulle Cj ja paikkamuuttujan askelvéleiden miirélle Ny. Ohjelmassa animaatio luodaan
tyhjentdmaélld vanha kuva komennolla plt.clf() ja piirtdmélld uusi kuva samaan ikkunaan.
Jokaisen kuvan piirtdamisen vilissd ohjelma pitdd 0.001 sekunnin tauon, jotta kuva nikyi-
si. Ohjelma pystyy laskemaan rekursiokaavan (39) vektorilaskutoimituksilla tai yksittdisilla
laskuoperaatioilla kdyttden for-silmukkaa. Yhdistamailld kaavat (28) ja (51) ja ohjelman syot-
teend annettu C; saadaan médriteltyd Ay noudattaen CFL-ehtoa. Nidin saadaan aika-askelvili
Ay riippumaan luvusta N, ja luku 7 vaikuttaa ainoastaan animaation kestoon

Ay

Ci1Ax CiD
qmaxE =C = Ay = =

. (53)
qmax q maxN X

Ohjelmassa Ax méadritetddn kaavan (23) mukaan. Syotteelld C; saadaan muutettua ratkaisun
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stabiiliutta A A
Gmax— = C) = C1Ax = gaxAy = Ax = 1> (54)
Ax G
Téamin jilkeen voidaan madrittdd askelvileiden médrit Ny ja N; lukujonoissa kaavoilla (28)

ja (29)

t t

Ay=— — N, = — 55

y N, t Ay (55)
D D

Ax=— — N, = —. 56
N = Ne=3 (56)

Seuraavaksi médritetddn lukujonot 18 ja 19, joiden kautta voidaan méérittdd uudelleen askel-

vilit Ax ja Ay kaavoilla (23) ja (22). Téalloin askelvilit ja lukujonot tismadvit toisiaan.

Python-ohjelmointikielen liukulukulaskennan epétarkkuuden takia uudelleen laskettu Cou-

rantin luku C; voi hieman poiketa syotetystd C.

Taulukko 1: Courantin luvut, C; =1 ja D = 37

N G |
25 1.0
50 1.0
100 1.0
150 | 0.9999999999999999
200 1.0

250 | 1.0000000000000002
300 | 0.9999999999999999
400 1.0

500 | 1.0000000000000002

Mairittdmaélld syvyydeksi Suomenlahden suurinta syvyyttd D = 123 saadaan erilaisia Cou-

rantin lukuja C; verrattuna keskisyvyydelld D = 37 saatuihin arvoihin.

Taulukko 2: Courantin luvut, C; =1 ja D = 123

A G |
% 10
50 1.0
100 1.0
150 | 1.0000000000000002
200 1.0

250 | 1.0000000000000002
300 | 1.0000000000000002
400 1.0

500 | 1.0000000000000002
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Vaimennuskertoimeksi valitaan b = 10, jotta vaimennusilmid nikyisi animaatiossa. Vaimen-
nuskertoimen tarkempi méirittely on jatetty timin tyon ulkopuolelle. Kuvassa 4a nikyy luo-
tu selked akustinen paineaalto ensimmadiselld aikapisteelld y = 0, joka on médritelty funktio-
na

I(x) = 2¢~2(ats)”, (57)

jotta se erottuisi kohinasta myohemmissé kuvissa. Kuvassa vasen reuna kuvaa meren pinnan
ja oikea reuna merenpohjan kokemaa paine-eroa. Ohjelmassa oletuksena on asetettu ldhde-
termi f(x,y) = 0 ja funktio V(x) = 0.

Merenpintaan saapuu kohinaa, joka koostuu satunnaisista painevaihteluista. Todellisuudessa
kohina jakautuu koko veden pinnalle kaksiulotteisesti, mutta tidssi tydssd pintaan kohdistuva
paine summataan tarkasteltavalta alueelta, jolloin tilanne voidaan tarkastella yksiulotteisesti
pistemdisend. Yksittdinen kohinapulssi mallinnetaan piikkiméisend ylipaine-erona ja kohi-
nan suuruuden oletetaan noudattavan tasajakaumaa jokaisella aikavélilld. Ohjelmassa kohi-
naa luodaan jokaisessa aikapisteessd, paitsi joka kymmenennessi aikapisteessi eli ajanhet-
kelld y = 0.01, kun ¢ = 0.1. Kohina on muotoa

I(x) = ne~2(ows)” (58)

jossa n on satunnainen luku vililtd [—0.1,0.1]. Kohina kuvaa ympéristostd merenpintaan tul-
lutta paineaaltoa. Tédsséd tyossd kohinalla kuvataan sadetta, jossa vesipisara luo dédniaallon
osuessaan merenpintaan. Mitd lihempidni vesipisaran osuma on kohtisuorassa tarkastelta-
vaan pistemdiseen kohtaan, sitd suurempi on diniaalto. Satunnainen luku generoidaan kaa-

valla

_ Tas(0,1) —Tasy(0,1)
B 10 ’

jossa Tasy(0,1) ja Tas>(0,1) ovat toisistaan riippumattomia tasajakaumaa noudattavia sa-

n

(59)

tunnaismuuttujia vililtd [0, 1]. Vaihtoehtoisesti ohjelmassa voidaan hakea random.org sivus-
tosta satunnaiset luvut vililtd [0, 1] ja tehdd samat laskuoperaatiot kuin aikaisemmin. Ran-
dom.org luo satunnaiset luvut kiyttden ilmakehén kohinaa (Random.org, 2026), jolloin luo-
dut luvut ovat enemmaén satunnaisia kuin pseudosatunnaisesti luodut luvut Pythonin random-

kirjastolla.
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4 Johtopditokset

Tissd luvussa tarkastellaan simulaation tuloksia erilaisilla syotetyilld arvoilla ja arvioidaan
keskeisdifferenssimenetelmin soveltuvuutta yksinkertaisen vedenalaisen 1D &dédniaallon ete-

nemisen mallintamisessa.

Ajanhetkelld y =y, jossa y; on ensimmaéinen aikapiste alkuhetken jdlkeen, kaavat (45), (46),
ja (47) vaimentavat aaltoa voimakkaasti (Kuva 4b). Ajanhetkelld y = 0.025 aalto on eden-
nyt ja vaimennut, mutta ei yhtd paljon kuin ajanhetkelld y = y; (Kuva 4c¢). Téti ilmioté tulisi
tutkia tarkemmin, silld siihen voisi vaikuttaa, ettd kaavoissa (45), (46), ja (47) approksimaa-
tiossa kdytetddn kahta aikapistetti (0 ja y) verrattuna kaavaan (39), jossa approksimaatiossa
kiytetddn kolme aikapistettd (v,—1,yn ja yu+1)- Aalto on osunut merenpohjaan ja kimmonnut
toiseen suuntaan kuvassa 4d. Kuvista huomataan keskeisdifferenssimenetelméssi approk-
simaatiovirhettd, silld luodun aallon takana on heilahtelevaa aaltoa. Heilahteleva aalto on

pienempéd kuvissa 5a ja Sb, kun valitaan N, = 500. Virhe ei kuitenkaan vaikuta itse aaltoon.

Myds pinnassa ja merenpohjassa havaitussa paine-erossa huomataan virhettd (Kuvat 4e ja

4f) ja virhe on samankaltaisesti pienempéd, kun N, = 500 (Kuvat 5c¢ ja 5d).

Muuttamalla lukua C pienemmaksi huomataan virheen suuruuden heilahtelevan enemmén
ja luodun aallon huippu vdhemméin huomattava, silld se katoaa virheeseen (Kuvasarja 6).
Ohjelman CPU-aika on kaksinkertainen tapauksessa C; = % verrattuna tapaukseen C; = 1
(Kuva 12), jolloin pienempi luku C johtaa sekd hitaampaan ohjelman suoritukseen ettd suu-
rempaan virheeseen. Virhe luo erdédnlaisen kohinan, joka peittdd aallon ja tédlloin virhe on jo
huomattava. Kun valitaan C = 1.01, CFL-ehto ei tdyty, virhe kasvaa eksponentiaalisesti ja
saavuttaa luodun aallon (Kuvasarja 7). Kuvassa 7d virhe on kasvattanut aallon niin isoksi, et-
td aalto peittdd koko ruudun. Ratkaisu on epéstabiili, koska virhe kasvattaa aaltoa eksponen-
tiaalisesti. Taulukosta 1 liukulukulaskennan tarkkuuden takia arvoilla N, = 250 ja N, = 500
CFL-ehto ei tdyttyisi. Suuremmalla arvolla D on enemmaén arvoja N, jotka eivit tdytd CFL-
ehtoa (Taulukko 2). Kédytdnnossd ero on pieni ja ratkaisu on stabiili (Kuvasarja 5), jolloin

taulukossa 2 arvoille N, = 150 ja N, = 300 ratkaisu on myds stabiili.

Kuvasarjoissa 8 ja 9, joissa on luotua kohinaa, huomataan, ettid ajan kuluessa luotu aalto ka-
toaa kohinaan. Huomataan kuvista myos kohinan vaiheittaisuutta, koska kohinalla on luodun

ddniaallon tavoin heilahtelevaa virhetta.

Ohjelma kidyttdd enemmin bittejd, kun ¢ kasvaa (Kuva 10). Muistinvaraus kasvaa lineaari-
sesti, kun N, kasvaa. Tamai selittyy, silld ettd muuttujien askelvilien Ax ja Ay médrittelyssd

ei kdytetty lukua 7. Muistinvaraus ei kuitenkaan ole realistinen rajoite ohjelmassa, silld muis-
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tinkdytto on niin pientd, suurimmillaan 1.1 miljoonaa bittid N, = 500 jat = 1, ettei se rajoita

ohjelman kayttoa.

CPU-aika (central processing unit) mittaa suoritinaikaa eli vain sen ajan, kun tietokoneen

prosessori suorittaa eikéd ota huomioon I/O-toimintoja tai lepoaikaa (Khandelwal, 2026).

CPU-ajan mittauksissa on mallinnettu diniaallon eteneminen kohinan kanssa, koska timé
vastaa ohjelman todellista kdyttod (Kuvasarjat 11, 13, 14 ja 15). Ilman kohinaa CPU-aika
on vield lyhyempi (Kuvasarja 16). CPU-ajan mittauksista huomataan, ettd CPU-ajat kaikissa
tapauksissa skaalautuvat lineaarisesti muuttujan ¢ arvoon eli prosessorilla kestdd 10 kertaa
kauemmin suorittaa, jos t on 10 kertaa suurempi. Vektorilaskennalla ohjelman suorittaminen
CPU-aika on huomattavasti lyhyempi kuin ohjelman suoritus yksittdisilld laskuoperaatioil-
la. Kuitenkin ohjelman suorituksen ajankestoon vaikuttaa eniten ohjelman kannalta raskas
animaatio, vaikka jokaisella aikapisteelld otettava tauko ei oteta huomioon CPU-ajan las-
kennassa. CPU-aika kohinattomassa tapauksessa kasvaa lineaarisesti luvun N, kasvaessaan,
mutta kohinaisessa tapauksessa CPU-aika kasvaa lineaarista nopeammin. Tdma johtuu siiti,
ettd kohinaisen paineaallon suuruuksia sisdltdvii listaa random_list() késitelldén jokaisessa
aikapisteessi. Lista kasvaa mitd tiheimpi ruudukko on kéytdssd eli mitd suurempi N, on.

Suuremmalla luvulla N, aallon muoto on tarkempi, mutta ohjelman suoritus on hitaampi.

Kaiken kaikkiaan keskeisdifferenssimenetelmi soveltuu yksinkertaisen vedenalaisen 1D di-
niaallon etenemisen mallinnukseen, kun N, on riittdvin suuri ja Courantin luku C; = 1. Oh-
jelmassa animaatio vie eniten aikaa ja diinen mallinnukseen tarvitaan parempia vedenalai-
seen akustiikkaan soveltuvia reuna-ehtoja, silléd tissd tyodssd on tehty yksinkertaistavia ole-
tuksia reuna-ehdoista. Ohjelman rajoitteena on oletus vakioldmpdétilasta ja -suolapitoisuudesta

eri syvyyksissd, jotka eivit vastaa todellisuutta.
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5 Jatkotutkimusaiheita

Tissd luvussa kdydédn 1dpi vedenalaisen 1D &déniaallon mallintamisen parannusehdotuksia,
joista ensimmadisend késitelldédn laskennalliset parannusehdotukset, seuraavana laajennukset
moniulotteisiin d4dniaallon mallinnuksiin ja fysikaaliset parannusehdotukset seki lopuksi laa-

jennukset muihin koordinaatistoihin.

Monet Python-kirjastot, kuten Cython, kdyttivit C-ohjelmointikieltd nopeuttaakseen suori-
tusaikaa (Dalcin ym., 2011). Ohjelma voi olla rajoitettu muistin kdyttdon, jos simuloidaan
pitkid aikavélejd tai halutaan erittdin tihed ruudukko. Ratkaisuksi tdhin voisi olla ruudukon
paloittaminen pieniin osiin muistinvarauksen hallitsemiseksi. Ohjelmaa voidaan nopeuttaa
tulevaisuudessa siten, ettd laskennassa kdytetddn tietokoneen ndytonohjainta, supertietoko-

netta tai prosessorin rinnakkaislaskentaa.

Animaation toteutustapaa voidaan kehitelld. Sen sijaan, ettd piirretddn uusi kuva jokaisella
aikapisteelld olisi tehokkaampaa piirtdd yksi kuva ja piivittdd kuvassa olevia arvoja. Toi-
nen tapa nopeuttaa animaatiota on ohittaa joitakin aikapisteiti, jolloin animaatio nédyttdisi

esimerkiksi joka toisen aikapisteen.

Téassd kandidaatintyossd on késitelty 1D aaltoyhtdlod, mutta voidaan jatkokehitelld 2D tai
3D aaltoyhtildiden kisittelyyn. 3D aaltoyhtélossi tulisi kehitelld hyvd visualisointitapa ja
perehtyi tarkemmin Pythonin tensori- ja matriisilaskentaan. Vektorilaskenta on merkittivisti
nopeampi kuin yksittédiset laskuoperaatiot for-silmukalla, joten yksittédisid laskuoperaatiota
tulisi vilttdad. Alustava 2D Python-ohjelma on tehty, jossa d4dnen nopeus on vakio ja muuttuja
t on ajan muuttuja. Asniaalto saapuu satunnaisesti eri puolille méérittys aluetta. Ohjelmassa
el ole otettu huomioon vaimennuskerrointa b, jolloin ohjelmaa tulisi kehittdéd eteenpiin. 2D

ddniaallon eteneminen on esitetty kuvissa 3a ja 3b.

Adiinen nopeuden yhtilo vedessi tulisi kehittii eteenpidin muodostamalla funktiot veden ldm-
potilalle ja suolapitoisuudelle eri syvyyksissd. Todellisuudessa suolapitoisuus ja lampdétila
Itdamerelld vaihtelevat eri syvyydelld, ajalla ja alueella ja tamén tulisi vaikuttaa d@dnen no-
peuteen. Ohjelmaan voitaisiin sisdllyttdd suolapitoisuus- ja ldmpotilaprofiilit eri Itimeren

alueille eri vuodenajoille, jolloin arvojen syottdminen ohjelmaan olisi helpompaa.

Lisdksi vaimennuskerroin b vaatii lisdd tutkimusta, silld tdssid kandidaatintydssd se on yk-
sinkertaistettu vakiomuuttujaksi. Vedenalaisen d@dnen vaimenemista tulisi tutkia enemmaén.
Merenpohjan laadun vaikutus d@dnen kimpoamiseen ei otettu huomioon tisséd tydssi, joten
reunachtoja tulisi tutkia enemmaén, jotta ddnen etenemisen mallinnus olisi mahdollisimman

todellinen.
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t=0.0527344 t=0.126953

(a)t =0.0527344 (b) t =0.126953

Kuva 3: 2D ididniaallon eteneminen

Kohinan mallinnusta kehittimélld voidaan paremmin tutkia erilaisten veden pinnalta tulleita
ddniaaltoja ja sen erottaminen kohinasta. Tyon yksi rajoitteista on déniaallon kisittelemi-
nen yhtend aaltona. Howe & Hagen (2011) ovat tutkineet veden pisaran tippumisesta luotua
ddniaaltoa. TAmi vaatisi sitd, ettd funktio /(x) pitdisi médritelld paremmin tai ohjelma luo
yksittdisistd pistemadisistd aalloista muodostuvan aallon. Tydsséd sade kuvaa kohinaa, jolloin
paineaaltoja tulee ainoastaan veden pinnasta. Kohinaa voi tulla vedenalaisista eldimistd, jol-

loin kohinaa voi saapua mielivaltaisella muuttujan x pisteella.

Luvussa 2.7 esiteltyjen ratkaisumenetelmien soveltuvuutta vedenalaisen ddniaallon mallin-
nukseen voitaisiin jatkossa tutkia. Lisédksi aaltoyhtdlon ratkaiseminen sylinterikoordinaatis-
tossa tarjoaa lupaavan jatkokehityssuunnan kiyttden Lee & Papadkis (1979) tekeméi tutki-

musta pohjana ja vertaamalla saatuihin tuloksiin karteesisessa koordinaatistossa.
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Kaikissa kuvissa on kéytetty arvoa t = 0.1, paitsi ohjelman CPU-ajan mittauksissa, joissa on

erikseen maédritelty 7.
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Kuva 4: Ainiaallon eteneminen ilman kohinaa, N, = 200 ja C; = 1
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Kuva 5: Ainiaallon eteneminen ilman kohinaa, N, = 500 jaCy =1
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Kuva 8: Ainiaallon eteneminen kohinan kanssa N, =200 ja C; = 1
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Kuva 9: Ainiaallon eteneminen kohinan kanssa N, = 500 ja C; = 1




Liite 1 (Jatkuu)

le6

180000 A
160000 -

1.0 1
140000 -

£ 120000 | £°%

g>, 100000 1 g.
g Z o061
§ 80000 g

* 600001 =049
40000 -

0.2 4
20000

160 260 360 460 560 160 260 360 460 560
Nx Nx
(a)r=0.1 br=1
Kuva 10: Ohjelman huippumuistinvaraus erilaisilla N, arvoilla

50
5

40
o

73 7|

24 20 A

14 10 A

0 0

160 260 360 460 560 160 260 360 460 560
Ny Nx
(@)t =0.1 b)yt=1

Kuva 11: Ohjelman CPU-aika vektorilaskennalla ilman animaatiota erilaisilla N, arvoilla ja
arvollaC; =1
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Kuva 12: Ohjelman CPU-aika vektorilaskennalla ilman animaatiota erilaisilla Ny arvoilla ja
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Kuva 13: Ohjelman CPU-aika yksittiisilld laskuoperaatioilla ilman animaatiota erilaisilla N,
arvoilla ja arvolla C; =1
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Kuva 15: Ohjelman CPU-aika animaatiolla ja yksittdisilld laskuoperaatioilla erilaisilla N,
arvoilla ja arvolla C; =1



Liite 1 (Jatkuu)

124

1.04

0.8

Aika [s]
o
o

0.4+

0.2 1

0.0+

T T T T
100 200 300 400
Ny

(a)r=0.1

T
500

Aika [s]

12 A

10 A

T
100

T T
200 300
Nx

byr=1

T
400

T
500

10
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Liite 2 Kaavan (39) johtaminen

Aloitetaan médritetysti aaltoyhtilosti (36), johon kéyttamailld keskeisdifferenssimenetelmii
padstiddn funktion u péivityskaavaan. Kiytetddn kaavan johtamisessa apuna Langtangen (2017)

mallia.

Tarkasteltava aaltoyhtdlod on

du du 0 du
- +b=— = —( —) ,Y). 60
Tarkastellaan tarkemmin termii a% (q (x) %) .
Mairitetiddn, ettd
0 =) 2" (61)
— X)—
Ax) 50
jolloin tarkastelteva termi saa muodon
d
> Q. (62)

Termi %q) on ensimmadisen kertaluvun derivaatta, jolloin se voidaan approksimoida kiyttien

keskeisdifferenssimenetelmin (34) kaavaa
9 Qiar— Qiax
ox 2Ax

¢,‘ 1= ¢i,l
e S N (63)
Ax

Téssd alaindeksi i + % tarkoittaa funktion ¢ arvoa kohdassa x; 4 %Ax Téamai tarkoittaa ny-
kyisestd arvosta puolikasta hyppyé seuraavaan arvoon eli nykyisen arvon ja seuraavan arvon

vilissd olevaa arvoa.

Eroteltuna termit ¢, 1 ja ¢;_; saadaan
2 2
dul”" Uiy —uj
by =t 5]~ ©9

" ulr'l_ulfl
Vi | ox )| N A (63)
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Yhdistamaillad termit (63), (64) ja (65) saadaan

d du 1
5 (00055 ~ oz (00 =)~ a g = ). (66)

Koska differenssimenetelméssd ollaan médritelty diskreetti lukujono 19, termien g, 1 jag; 1
2 2
kohdalla ei voida poimia alkioiden vililld olevia médritteleméttomii arvoja. Néissi termeissi

arvo approksimoidaan aritmeettisella keskiarvolla

1
Dit) ~ ~(qi+qiv1) (67)

(i +qi-1) (68)

NIH[\J

1

(Langtangen, 2017.)

Liittdmalla takaisin yhtidloon (66) saadaan

0 0 1 1 1
5 (60052) = g (Glar+ @)y~ ) - ot a6~ ). @

Lopuksi liittamillad (69) alkuperdiseen aaltoyhtidloon (60) ja approksimoimalla loput toisen

kertaluvun derivaaatat keskeisdifferenssimenetelmallid (35) saadaan aaltoyhtdlon approksi-

maatio
n+1 2u +un 1 u?+1 _u?fl
+b
Ay2 2Ay
=2 5 (@it gie) (i —16) = 5(qi+qi-1) uf —u_y) | +f; (70)

ja erilaisilla vélivaiheilla saadaan

bay

:>n+1 2u+n1+2

=)

Ay

1
25(5> [(4i+qi+1)( Wy —uf) = (qi+qio) (W )| + 07D
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bA bA
— M;hLl (1+Ty) _2u?+u@71+_y(_ n—1

)

! 2
1 y 2 n n n n 2 n+1
= 5 Ax |:<ql +61i+1)(1/tl~+1 — I/li) — (ql +C]i—1)(u,~ _ ”i—l) +Ay f-l (72)
bA 1
— u;?ﬂ (1 +Ty> = 2u?—u;?*1 +§bAy(u;”l)
1 /Ay\?
) <E) [<qi+qi+l)(”?+l —u?)—(qi+qi—1) (U} —u?_ ;)
+Ay 73
1 1
1 /Ay\?
+ 2 (Ax) [(qi_‘_cﬁﬂ)(”?H —u}) — (qi+qi—1)(u} —uj_y)
+A o
— =

1

1
20! + (EbAy— 1) i~
1 Ay 2 n n n n
-, (5) (@i ) (6l =) = i qi ) 0 — )

+Ay2fl~”+1] .

B 1+%bAy

(75)



Liite 3 Kaavojen (42) ja (43) johtaminen

Johdetaan ensiksi pdivityskaava (42) muuttujan x reuna-arvoille, kun x = 0. Kéytetdédn kaa-

van johtamisessa apuna Langtangen (2017) mallia.

Alkuperiinen rekursiokaava, kun x = 0 on

+ Ay%(}“] : (76)
Liittdmalld yhtdlo Neumannin reunaehdosta (40)
uy =ul

saadaan poistettua ruudukon ulkopuolinen termi u”

1
— = |2+ (—bA —1> i
0 1—|—%bAy 0 2 Y 0
1/ Ay\? non
#3 () [+ o)t — ) @+
+Ay2f{}“] (77
n+1 1

1
2up+ (EbAy— 1) up™!




Liite 3 (Jatkuu)
Muistetaan aikaisemmasta kaavan johtamisesta 2 yhtilot (67) ja (68):

1
qi) & ~(gi+giv1)

(gi +qi-1)-

q;, | =~

N — N

(]

Téassd tapauksessa kisitellddn reunapisteitd x = 0 eli lukujonon 19 ensimmadiselle alkiolle

pitee i =0

A 2
* (_y> [q% (urf B ug) +q_%(1/l}11 — ug)} +Ay2f61+1] 79

A 2
+(A—)y€) [(Q;Jrq_;)(u'f—uﬁ)]+Ay2f3+1], (80)

josta kdytetddn approksimaatiota

~2q; 81)
(Langtangen, 2017) péityen lopulta alkupisteiden miérittimisen muotoon

un—i—l _
0 I+ %bAy

Ay 2
+ (A%:) [Zqo(u’f — ug)} +Ay2f61+1] (82)

1
2u + <§bAy— 1) up!
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1 1
— ! 2u"+(—bA —1) w1
O T Ipay 0T\ 27T )0
Ay 2
+2<A_x> ‘Io(urll—Mg)—FAyzf(r)lle . (83)

Loppupisteiden médrittelyn kaavan johtamisessa kidytetddn samanlaisia vélivaiheita kuin al-

kupisteiden kaavan johtamisessa, jossa reunaehdon (40) sijaan kdytetddn reunaehto (41).

Kun x = N,, Neumannin reunaehto muuttujan x reuna-arvolle (41) on

n _.n
Un.+1 = UN,—1-

Sijoitetaan reunaehto rekursiokaavaan (76), kun x = Ny

un+1 —
M 14 Teay

1 1
2u} + (EbAy - 1> Uy,

1 (Ay\?
#53 () ot a0 = )~ e+ w1 ), — )
+4y? }GX“] (84)

M 14 Ty

1
2uy, + (ibAy — 1) ux,:l

2
Ay 1 1
i (A—x) 3 vy — 1) — 3 a1y, — i )]

+ay ! )] : 85)
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Lopulta pdistdan muotoon

n+l _ 1

1
—— | 2uj —|—(—bA —1) !
Ny 1+%bAy Ny 5Py N,

Ay

2
+2 (A—x> an, (ufy —u"Nx)+Ay2f1@j1]. (86)



Liite 4 Kaavan (45) johtaminen

Kéytetddn kaavan johtamisessa apuna Langtangen (2017) mallia.

Sijoitetaan (44) yhtidloon (39), jolloin saadaan ajanhetkelld y = y; kaavaksi

|

U = —————
"1+ 5bAy 2

1
20+ (—bAy— 1) (uf =2V (x)y)
1 (Ay\? 0 _ 0 0_,0
+3 | % [(‘]i+Qi+1)(”i+l_ui)_(qi+qi—1)(ui_ui—l)

A fil] .
Erotetaan termi ul1 sulkujen ulkopuolelle

w= 1

1/ Ay\?
#3 () [t g~ )~ rta )~

1
Ay -1,
1+ 1Ay

2

2u) + (ley— 1) (—2V (x)Ay)

+ AV +

Erilaisilla vélivaiheilla lopulta padstdan muotoon

1
>bAy — 1 1
1+ 5bAy 1+ 5bAy 2

1 2
+3 (—y) |:(Qi+qi+1>(u?+1 —u) = (qi+qi1) () — u?_l)] +Ay2f,-1]

1

1
1 _ abAy-1
(1+5bAy) (1 1oy

1
— u} = > [2u9 — <§bAy— 1)2V(x)Ay

1 2
+5 <—y> [(‘]i+Qi+1)(”?—i—l —u) — (Qi+qi—1)(u?—u?_1)} +Ay2f,~1]

2ud + (1bAy — 1) (—2V (x)Ay)

(87)

(88)

(89)

(90)
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1 1 0 1
= u; = . ] 2u; — | =bAy—1 |2V (x)Ay
1+ 1bAy—LbAay+1 2
1 [ Ay 2 2,1
5 (2) [t el —ad) - a6 - )] +a2 | oD

1 1
— ul = 3 lzu? — <§bAy— 1)2V(x)Ay
2

| =

+ (i—)yc) [(Qi+Qi+l)(M?+l_u?)_(Qi+Qi1)(”?_”91)}+Ay2fi1] ©2)

1
— u =u) — (EbAy— I)V(x)Ay

1 /Ay\? 1
+4—L<A_x) [(QML%‘H)(M?H—u?)—(qi+qif1)(u?—u?,1)]+§Ay2fil. (93)



Liite 5 Python-ohjelma

1 # Code adapted from
> # Finite difference methods for wave equations

;s # by Langtangen and Linge

4

s import numpy as np

o import matplotlib.pyplot as plt

7 import request

¢ import time

N

o import tracemalloc

10

i def solver(I, V, f, ¢, b, D, T, dt, C, callback
12 randomness = False,

13 animation = True,

14 performance = False,

15 version = ’vectorized’,
16 noise = True

17 ):

18 s = time.process_time ()

19

20 Nt = int(round(T / dt))

21 ts = np.linspace (0, Nt = dt, Nt + 1)
2 receiverA = []

23 receiverB = []

24

25 c_max = maximize_c(c,D)

26

27 dx = dt % c_max/C

28 Nx = int(round (D / dx))

29 xs = np.linspace (0, D, Nx + 1)
30

31 dt = ts[1] — ts[O0]

32 dx = xs[1] = xs[0]

33

34 courant = (c_maxxdt)/dx

36 if courant <= 1:

37 print (’CFL criterion met’)

38 print(’Solution stable’)

39 else:

40 print (’Solution unstable )

41

o) print (f’ Courant—number: {courant}’)

44 if isinstance(c, (float, int)):

None ,



45 q = np.full(Nx + 1, ¢ % ¢, dtype=’float64 ")

46 elif callable(c):

47 cs = np.vectorize (c)(xs).astype(’ float64’)

48 q = CcS * Cs

49

50 dt2 = dt = dt

51 C2 = dt2 / (dx = dx)

53 # allow ease of setting initial conditions or forcing term

54 if f is None or f ==

55 f = lambda x, t: O

56 if V is None or V ==

57 V = lambda x: O

58

59 # initialize u arrays

60 u = np.zeros(Nx + 1) # u array at new timestep

61 u_n = np.zeros(Nx + 1) # u array at current timestep

62 u_nml = np.zeros(Nx + 1) # u array at previous timestep

63

64 # define list of random numbers to define when to generate new drop

65 if noise == True:

66 if randomness == True and Nt <= 5000:

67 try :

68 url = "https ://www.random.org/decimal—-fractions/?num=" +
str(2«Nt)+ "&dec=2&col=1&format=plain&rnd=new"

69 randomrequest = requests.get(url)

70 str_list = list(randomrequest.text)

71 temp_list = []

7 helper = °

73 for 1 in str_list:

74 if i == "\n":

75 temp_list.append(float (helper))

76 helper = °~

77 else:

78 helper = helper + str (i)

79 random_list = (np.array(temp_list[:int(Nt/2)]) — np.array
(temp_list[int(Nt/2):]))/10

80 except:

81 # Failsafe

82 print (’Random.org allowance is negative )

83 print (’Using Numpy pseudo-random number generation’)

84 random_list = (np.random.rand (Nt)—-np.random.rand (Nt))/10

85 else:

86 # Uniform distribution from [-0.1,0.1]

87 random_list = (np.random.rand (Nt)-np.random.rand (Nt))/10

88



89 # initial condition

90 if noise == True:

91 u_n = random_list[O]+np.vectorize (I)(xs).astype( float64 ")
92 else:

93 u_n = 2xnp.vectorize (I)(xs).astype(’ float64 )
94

95 receiverA .append(u_n[0])

9 receiverB .append(u_n[-1])

97

98 if animation == True and performance == False:

99 if callback is not None:

100 callback (u_n, xs, ts, 0)

101

102 # special first timestep formula
103 if version == ’vectorized :
104 uf[l:=1] = u_n[l:=1] = (0.5%xbxdt—-1)*V(xs[1l:=1])=dt + 0.25xC2x((q

[1:=1] + q[2:]) * (u_n[2:] — u_n[l:-1]) = (q[l:-1] + q[:-2]) * (u_n
[1:=1] — u_n[:-2])) + 0.5%dt2 = f(xs[l:=1], 0)

105 else:

106 #scalar calculations

107 for 1 in range (1, Nx):

108 ul[i] = u_n[i] — (0.5%bxdt—-1)*V(xs[i])=*dt + 0.25+C2=((q[i] + q
[i+1]) = (u_n[i+1] — u_n[i]) = (q[i] + q[i-1]) * (u_n[i] - w_n[i-1]))
+ 0.5+dt2 = f(xs[i], 0)

110 u[0] = u_n[0] - (0.5%bxdt—-1)*V(xs[0])=dt + C2 % q[O0] % (u_n[l] — u_n
[0]) + 0.5xdt2«f(xs[0], 0)

i u[-1] = u_n[-1] - (0.5%bxdt-1)*V(xs[-1])*dt + C2 % q[-1] * (u_n[-2] -
un[-1]) + 0.5xdt2=f(xs[—-1], 0)

13 if animation == True and performance == False:
114 if callback is not None:

115 callback (u, xs, ts, 1)

116

17 # reference swap

18 u, un, unml = unml, u, u_n

119 receiverA .append(u[0])

120 receiverB .append(u[-1])

121

122 # compute each timestep until the end of the simulation
123 for n in range(l, Nt):

124 if noise == True:

125 if n == round(Nt/10):

126 u2 = 2#np.vectorize(Il)(xs).astype(’ float64’)
127 else:

128 u2 = random_list[n]xnp.vectorize (I)(xs).astype( float64 )



u=u+ u2
un =un + u2

u nml = unml + u?2

# Dampening u[l:—-1]
if version == ’vectorized :
ul[l:=1] = (1/(1+0.5%bxdt)) *«((0.5«xbxdt—1)*u_nml[1:=-1] + 2 =
u_n[l:=1] + 0.5%*C2 = ((q[l:-1] + q[2:]) = (u_n[2:] — u_n[l:-1]) - (q
[1:-1] + q[:-2]) % (u_n[l:=1] — u_n[:-2])) + dt2 =% f(xs[l:-1], ts[n]))
else:
#scalar calculations
for i in range(l, Nx):
uli] = (1/(1+0.5%xbxdt)) *«((0.5«bxdt—1)*«u_nml[i] + 2 * u_n|[
i] + 0.5%C2 % ((q[i] + q[i+1]) = (u_n[i+1] — u_n[i]) - (q[i] + q[i-1])
# (u_n[i] — u_n[i-1])) + dt2 = f(xs[i], ts[n]))

ul0] = (1/(1+0.5%bxdt)) *((0.5xbxdt—1)*u_nml[0] + 2 % u_n[0] + 2%
C2 % q[0] = (u_n[1l] — u_n[O0]) + dt2 = f(xs[O], ts[n]))

ul[-=1]1 = (1/(14+0.5%bxdt)) «((0.5%bxdt—1)*u_nmlI[—-1] + 2 * u_n[-1] +
2%C2 % q[-1] % (u_n[-2] — u_n[-1]) + dt2 = f(xs[-1], ts[n]))

receiverA .append(u[0])
receiverB .append(u[-1])

if animation == True and performance == False:
if callback is not None:
if callback(u, xs, ts, n+1):
break

u, u_n, unml = u_nml, u, u_n

u u_n
e = time.process_time ()

return u, Xxs, ts, receiverA , receiverB, e-s

class PlotVariableSpeed():

def __init__(

self ,
umin = -1,
umax = 1,
):
self.yaxis = [umin, umax]

self.plt = plt



170 def __call__(self, u, x, t, n):

171 umin, umax = self.yaxis

172

173 self.plt.clf ()

174 self.plt.plot(x, u, 'r=")

175 self.plt.axis ([x[0], x[-1], umin, umax])

176 self.plt.xlabel ("$x$7)

177 self.plt.ylabel (’Paine—ero’)

178 self.plt.legend ([f"y={t[n]:.3f}"], loc="lower left’)
179 self.plt.grid()

180 self.plt.pause(0.001)

152 def maximize_c(c,D):

183 if isinstance(c, (float, int)):

184 return ¢

185 elif callable(c):

186 return max([c(x) for x in np.linspace (0, D, 101)])

187

158 def main (

189 D = 37, #metres

190 CcC=1, #CFL condition

191 b = 10, #Dampening factor
192 Nx = 500, #Spatial mesh

193 T = 0.1,

194 sigma = 0.05,

195 templ = 9, #Celsius

196 sall = 6, #ppt

197 randomness = False,

198 animation = True,

199 performance = False,

200 version = 'vectorized

201 noise = True

202 ):

203

204 tracemalloc . start ()

205

206 I = lambda x: np.exp(—=0.5%(x / sigma)*%2)

207

208 C

lambda x: 1449.2 + 4.6xtempl — 0.055stempl==2 + 0.00029=«templ =3
+ (1.34 - 0.0l=«templ)=(sall =35) + 0.016=«x

-1.5

211 umax = 1.5

210 umin

213 plotter = PlotVariableSpeed (umin=umin, umax=umax)



226

228

if

c_max= maximize_c(c,D)
dt = D+C/ (Nx * c_max)

_, _, ts, receiverA , receiverB, timer = solver(I=I, V=None, f = None,
c=c,b=b, D=D, T=T, dt=dt, C=C, callback=plotter , randomness=
randomness , animation=animation, performance=performance, version=

version ,noise=noise)

_, peak = tracemalloc.get_traced_memory ()
print (f’CPU time: {timer} seconds’)

print (f’Peak memory usage: {peak} bytes’)
tracemalloc . stop ()

if performance == False:
_, axs = plt.subplots(2,1,layout="constrained ")
axs [0]. plot(ts ,receiverA)
axs[0].set_xlabel(’y’)
axs[0].set_ylabel (’Paine—ero’)
axs[0]. grid ()

axs[1].plot(ts ,receiverB)
axs[1].set_xlabel(’y’)
axs[1].set_ylabel (’Paine—ero’)
axs[1].grid ()

plt.show ()

return Nx, timer, peak

s

__name__ == ’__main__

main ()
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