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Tidssd kandidaatintydssé tarkastellaan neuroverkkojen universaalia approksimaatiolausetta
matemaattisesta ndkokulmasta. Tyon tavoitteena on tdsmentidd, mitd neuroverkon approk-
simaatiokyvylld tarkoitetaan ja millé oletuksilla approksimaatioviite voidaan muotoilla tis-
méllisesti.

Tyossd keskitytddn jatkuviin reaaliarvoisiin funktioihin kompakteilla joukoilla sekd supre-
mumnormissa tapahtuvaan approksimaatioon. Keskeisid kisitteitd ovat jatkuvuus, tasainen
jatkuvuus, kompaktius, tasainen suppeneminen ja supremumnormi. Nédiden avulla approk-
simaatio voidaan esittdi vditteend, jossa kohdefunktion ja approksimoivan funktion suurin
mahdollinen poikkeama hallitaan koko tarkasteltavalla joukolla.

Tyossid esitetddn lisdksi yksiulotteinen esimerkki ReLLU-aktivaatiofunktion avulla. Esimerk-
ki havainnollistaa, kuinka paloittain lineaarisia approksimaatioita voidaan esittdaa darellisind
siirrettyjen ReLU-funktioiden lineaarikombinaatioina. Yksiulotteisen tarkastelun lisdksi tar-
kastellaan my6s kaksiulotteista approksimaation rakennetta L2-normissa.

Tyon perusteella universaali approksimaatiolause tarjoaa teoreettisen perustan neuroverkko-
jen approksimaatiokyvylle. Lause on kuitenkin olemassaolotulos, eiki se yksindédn kerro, mi-
ten sopivat parametrit 10ydetdidn kdytannon oppimisongelmissa. ReLU-esimerkit yhdistidvét
abstraktin approksimaatiotuloksen konkreettisiin approksimaatiorakenteisiin.



Symboli- ja lyhenneluettelo

Latinalaiset aakkoset

a; outputkerroksen painokerroin

bi piilokerroksen bias-termi

co,C1 lineaarisen osan kertoimet 1D ReLLU-esityksessa

f kohdefunktio

g approksimoiva funktio tai neuroverkon tuottama funktio
h jaon suurin osavilin pituus

n syoteavaruuden dimensio tai osavélien lukumééri
N piilokerroksen neuronien lukumééari

wi painovektori

X funktion syote

Xi interpolaatiossa kéytettdva solmupiste

y funktion arvo / neuroverkon ulostulo

b nelidalueen Q indikaattorifunktio

) paikallinen bump-funktio

by bump-funktion ReLU-approksimaatio

bg,i ) paikallisen bump-funktion ReLU-approksimaatio
Ci paikallisen bump-funktion kerroin approksimaatiossa
ge lopullinen ReLLU-approksimaatio

0 paikallinen nelidalue

r nelidalueen sivunpituus

X,y nelion keskipisteen suhteen heijastetut koordinaatit
Hy,Vy horisontaalinen ja vertikaalinen ReLU-nauharakenne
or(x) x-suunnan vasemman reunan ReLU-rakenne

oB(y) y-suunnan alareunan ReLU-rakenne

Kreikkalaiset aakkoset

o kulmakertoimen muutos kohdassa &;

B outputkerroksen bias-termi

Y reunavyohykkeen leveyttd sddtelevd parametri

0 tasaisen jatkuvuuden tarkkuusparametri

£ approksimaation sallittu virhe

p yleinen aktivaatiofunktio

c ReLU-aktivaatiofunktio



& 1D ReLU-esityksen kulmakohta
Lyhenteet
ReLU Rectified Linear Unit

Joukot ja operaattorit

C(K) jatkuvien reaaliarvoisten funktioiden avaruus
K kompakti joukko

| []eo supremumnormi

Il 2y~ LP-normi joukossa K

Ay reunavyohyke, jossa by # b
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1 Johdanto

Nykyaikaisen koneoppimisen olennaisimpia menetelmié ovat neuroverkot, joiden kaytto pe-
rustuu oletukseen siitd, ettd ne kykenevét mallintamaan monimutkaisia epélineaarisia ilmioi-
td. Tdmin havainnon perusteena on niin sanottu universaali approksimaatiolause, jonka mu-
kaan tarpeeksi laajat tai monimutkaiset feedforward-neuroverkot pystyvit approksimoimaan
mitd hyvinsi jatkuvaa funktiota mielivaltaisen tarkasti sopivissa funktioavaruuksissa. (Cy-
benko, 1989)

Kyseinen ilmio toimii usein teoreettisena perusteluna neuroverkkojen yleispatevyydelle, mut-
ta sen matemaattinen sisaltod jad useasti esityksissd melko yleiselle tasolle (Pinkus, 1999).
Neuroverkkoja hyddynnetdén laajasti muun muassa kuvantunnistuksessa, luonnollisen kie-
len kisittelyssid ja signaalinkisittelyssd, joissa mallinnettavat ilmidt ovat usein korkeaulot-
teisia ja epélineaarisia (LeCun, Bengio & Hinton, 2015). Niissd sovelluksissa keskeinen ky-
symys on, millaisin teoreettisin perustein ja rajoituksin neuroverkkojen oletetaan kykenevin

oppimaan haluttu syote-tulos —suhde (Goodfellow, Bengio & Courville, 2016).

Approksimaatiovditteiden tdsmaéllinen tulkinta herdttidi useita kysymyksid. Kirjallisuudessa
lauseesta on esitetty lukuisia eri muunnelmia, jotka eroavat muun muassa verkon rakenteen,
aktivaatiofunktion sekd tarkasteltavan funktioavaruuden suhteen (M. T. Augustine, 2024).
Néiden erojen vuoksi lauseen merkitys kiytinnon mallinnuksessa ei ole yksiselitteinen, vaan
vaatii aina tarkempaa kontekstualisointia (Pinkus, 1999). Erityisen olennaista on mééritelld,
missd mielessd ja millaisessa funktioavaruudessa approksimaatio tapahtuu. Erilaiset suppe-
nemismuodot johtavat erilaisiin tulkintoihin siitd, mité tarkoitetaan hyvélld approksimaatiol-
la. Universaali approksimaatio ei siis ole yksiselitteinen viite, vaan se riippuu tarkastelun

taustalla olevista valinnoista.

Tamin kandidaatinty6n tavoitteena on tarkastella neuroverkkojen universaalia approksimaa-
tiokykyéd analyysin nikokulmasta. Keskeinen tutkimuskysymys on, missd mielessé ja milld
edellytyksilld viite neuroverkkojen universaalista approksimaatiokyvystd on matemaattisesti

perusteltu.

Tyossd hyodynnetddn analyysin peruskisitteitd, erityisesti jatkuvuutta, tasaista jatkuvuutta,
kompaktisuutta ja supremumnormia. Tarkastelu rajataan pddosin jatkuviin funktioihin eukli-
disessa avaruudessa. Tdmin rajauksen tarkoituksena on sdilyttdd matemaattinen tismaillisyys
ilman, ettd mittateorian tai yleisen funktionaalianalyysin tekniset yksityiskohdat laajentavat

tyoti liikaa.

Tyon toisessa luvussa esitelldin universaali approksimaatiolauseen matemaattista taustaa kir-



jallisuuden pohjalta. Luvussa tdismennetiin, mitd tarkoitetaan sillé, ettd neuroverkko approk-

simoi funktiota mielivaltaisen tarkasti, ja esitellddn tidhén liittyvit keskeiset késitteet.

Kolmannessa luvussa kirjallisuuskatsauksessa esiintyvid tuloksia havainnollistetaan konst-
ruktiivisella esimerkilld, joka antaa lihtokohdan myohemmin esitettiville £-3-argumentille.
Luvussa tarkastellaan erityisesti yksiulotteisia ReLU-verkkoja ja osoitetaan, kuinka paloit-
tain lineaarisia approksimaatioita voidaan esittdd ReLU-aktivaatiofunktion avulla. Tdmén
yhteydessi approksimaatiovirhettd kisitelldédn tdsméllisemmin tasaisen jatkuvuuden ja supre-
mumnormin nidkokulmasta. Tdmin jédlkeen tarkastellaan kaksiulotteista approksimaation ra-
kennetta L>-normissa, miki antaa luontevamman lihtokohdan korkeampiulotteisten tapaus-

ten hahmottamiseen. Lopuksi luvussa 4 esitetddn yhteenveto ja johtopaitokset.



2 Teoreettinen tausta ja matemaattiset esitiedot

2.1 Neuroverkon matemaattinen esitys

Neuroverkot voidaan esittidd yhdistettyind funktioina muodossa

y=8(x) = 0Lt1(9L--- $1(9o(x)))

missd x € R" on syotevektori, y € R™ on verkon ennustama output ja g : R” — R kuvaa
neuroverkon toteuttamaa funktiota. Kuvauksen muodostavat kerrokset @, @1, ..., ¢r 1, jois-
sa ¢ vastaa syotekerrosta, ¢y outputkerrosta ja ¢1,..., ¢ ovat verkon piilokerroksia. (M.
Augustine, 2023)

Kuva 1: Yhden piilokerroksen feedforward-neuroverkon rakenne.

Neuroverkon rakennetta voidaan havainnollistaa kuvassa 1 esitetylld yksinkertaisella feed-

forward-verkolla, jossa syotekerros, piilokerros ja outputkerros on erotettu toisistaan.

Yksittdinen kerros voidaan tyypillisesti kirjoittaa lineaarisen muunnoksen ja sitd seuraavan
aktivaatiofunktion yhdistelména. Talloin kerros muodostaa ensin syotteistd lineaarikombi-
naation ja lisdd sithen bias-termin, minki jidlkeen tulokseen sovelletaan epilineaarista ak-
tivaatiofunktiota. Kun tarkastellaan yksinkertaisinta tapausta, jossa verkossa on yksi piilo-
kerros ja yksi outputkerros, neuroverkon tuottama funktio voidaan kirjoittaa eksplisiittisessi

summamuodossa (Pinkus, 1999):
N
g(x) :ﬁ—f—ZaiG(w,--x—l—b,-), (1)
i=1
missd B € R on output-kerroksen bias-termi, x € R” on sydtevektori, w; € R” on paino-

vektori, b; € R on sisdkerroksen bias-termi ja a; € R on outputkerroksen paino. Funktio

o : R — R on aktivaatiofunktio, joka tuo malliin epélineaarisuutta. Pinkuksen esityksessi



output-kerroksen bias jitetddn yksinkertaistuksen vuoksi pois, tdssd se sisillytetdin malliin

vakiona f3.

Klassinen universaali approksimaatiolause tarkastelee tyypillisesti verkkoja, joissa verkon
syvyys eli kerrosten mééré on rajattu, mutta kerrosten leveys eli neuronien méairi kerrokses-
sa saa kasvaa. Tédlloin verkon koko saa riippua halutusta approksimaatiotarkkuudesta. (Cy-
benko, 1989; Kidger & Lyons, 2020).

Tiéllaiset tulokset osoittavat, ettd approksimaatio on periaatteessa mahdollista, mutta eivit
vield kerro, millainen verkon rakenne tekee approksimaatiosta tehokasta. Myohemmaissi
kirjallisuudessa onkin tarkasteltu tarkemmin verkon rakenteen vaikutusta approksimaatioky-
kyyn. Esimerkiksi Telgarsky (2016) osoitti, ettd on olemassa funktioita, jotka voidaan esittda

syvilld mutta kapeilla verkoilla huomattavasti tehokkaammin kuin matalilla verkoilla.

Samansuuntaisesti Hanin ja Sellke (2017) osoittivat, ettéd tietyt syvit mutta kapeat ReLU-
verkot ovat tiheitd avaruudessa C(K;R™), kun K C R” on kompakti joukko. Toisaalta liian

kapeiden verkkojen approksimaatiokyvylld on myds rajoituksia (Johnson, 2018).

Nidma tulokset havainnollistavat, ettd universaali approksimaatio ei riipu ainoastaan aktivaa-
tiofunktiosta, vaan myos olennaisesti verkon rakenteesta ja siitd, missid funktioavaruudessa

approksimaatiota tarkastellaan.

Selkeyden vuoksi tidssd tyOssd keskitytddn reaaliarvoisiin funktioihin f : K — R seki feed-
forward-neuroverkkoihin, erityisesti yhden piilokerroksen tapaukseen, jossa verkon esitys

voidaan kirjoittaa summamuodossa (1).

2.2 Tausta

Vaikka universaalia approksimaatiota koskevat varhaisimmat tulokset julkaistiin 1980-luvun
lopulla, ajatus monimutkaisten funktioiden esittimisestd yksinkertaisempien funktioiden a-
vulla ei ole uusi (M. T. Augustine, 2024). Klassinen tulos tidhén liittyen on Kolmogorovin ja
Arnoldin ratkaisu Hilbertin 13. ongelmaan, jossa osoitettiin, ettd usean muuttujan jatkuvat
funktiot voidaan esittdd superpositioina yhden muuttujan funktioista (Sprecher, 1965). Titd
edeltdvit Taylorin, Fourier'n ja Weierstrassin lauseet. Kyseessd ovat kuitenkin tdsmélliset

esitystulokset, jotka ovat usein rakenteeltaan litan monimutkaisia.

Tamén vuoksi approksimaatioteoriassa tarkastellaan usein heikompaa vaatimusta: sen sijaan
ettd funktio esitettédisiin tdsmiélleen, pyritddn 10ytdméén funktioita, jotka approksimoivat koh-
defunktiota mielivaltaisen tarkasti. Tdmi on universaali approksimaatiolauseen ydinajatus.

Tamin tyon kannalta olennaista on juuri tami nidkokulman muutos tdsmdllisestd esitystu-
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loksesta approksimaatioon, eli neuroverkkoa tarkastellaan funktiona, jonka tuottama virhe

voidaan tehdi valitussa normissa mielivaltaisen pieneksi.

Ensimmiisid tdsmaillisid universaalia approksimaatiota koskevia tuloksia esitettiin Cyben-
kon tyossd (1989). Pinkuksen (1999) katsauksen mukaan vastaavia approksimaatiotuloksia
esittivit myos Hornik, Stinchcombe ja White (1989) sekd Funahashi (1989). Niissi tar-
kasteltiin yksikerroksisia feedforward-neuroverkkoja ja osoitettiin niiden approksimaatio-
ominaisuuksia eri aktivaatiofunktioiden tapauksessa. Samassa katsauksessa késitellddn myos

konstruktiivisia ndkokulmia ja niiden yhteyksii klassiseen approksimaatioteoriaan.

Lause koskee neuroverkon esityskykyd, ei sitd, ettd verkko oppisi automaattisesti oikean
funktion. Kyseessd on olemassaolotulos, joka tarkoittaa ainoastaan, ettd sopivalla parametri-
valinnalla neuroverkko voi approksimoida haluttua kohdefunktiota. Kdytdnnosséd parametrit
opitaan datasta minimoimalla havaittua virhettd, tyypillisesti stokastisella gradienttilaskeutu-
misella (SGD) (Goodfellow, Bengio & Courville, 2016). On kuitenkin havaittu, ettd nykyiset
teoreettiset tyokalut eivit kykene tdysin selittimiin tillaisten menetelmien tuottamien mal-
lien yleistymiskykyd (Nagarajan & Kolter, 2019). Uudemmassa katsauskirjallisuudessa tita
eroa kuvataan tarkastelemalla neuroverkkojen teoriaa erikseen esimerkiksi approksimaatio-

teorian ja oppimisdynamiikan ndkokulmista (Suh & Cheng, 2025).

Approksimaation tarkkuutta arvioidaan yleensd jonkin normin avulla, esimerkiksi supre-
mumnormilla. Témén vuoksi on tirkedd tdsmentidd, mitd approksimaatiolla tarkoitetaan ma-
temaattisesti. Seuraavassa alaluvussa tarkastellaan, mitd tarkoitetaan funktion approksimoi-

misella ja mitd normeja tdhin tarkoitukseen kiytetddn.

2.3 Keskeiset analyysin kisitteet

Tidssd tyossd tarkastellaan reaaliarvoisia jatkuvia funktioita kompaktilla joukolla. Tdmén
vuoksi tarvitaan muutamia analyysin peruskisitteitd, joiden avulla approksimaatiota voidaan
kisitelld tasmillisesti. Seuraavat neljd késitettd riittdvit erityisesti luvun 3 yksiulotteiselle

tarkastelulle.
Mairitelma 2.1. Joukko K C R” on kompakti, jos se on suljettu ja rajoitettu.

Kompaktiusoletus on tdssi tydssd olennainen, koska se mahdollistaa jatkuvien funktioiden

kiyttdytymisen hallinnan koko tarkasteltavalla joukolla.

Miiritelmi 2.2. Olkoon K C R" ja f : K — R. Funktio f on jatkuva pisteessd xo € K, jos
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jokaista € > 0 kohti on olemassa 6 > 0 siten, ettid
lx—xol| <6 = [f(x)—f(x0)] <€
Funktio f on jatkuva joukossa K, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessi xg € K.
Jatkuvuus on paikallinen ominaisuus, silli sallittu & voi riippua tarkasteltavasta pisteesti xg.

Mairitelmi 2.3. Funktio f : K — R on tasaisesti jatkuva, jos jokaista € > 0 kohti on ole-
massa 6 > 0 siten, etté kaikille x,y € K pitee

x=yl<é = |fx)-sy)l<e

Tasaisessa jatkuvuudessa sama & toimii koko joukossa K, eiké se siis riipu yksittiisestd pis-
teestd. Tamai ero tavalliseen jatkuvuuteen on keskeinen myohemmin, kun tarkastellaan pa-

loittain lineaarisia approksimaatioita.

Heine-Cantorin lause. Jos K C R"” on kompakti ja f : K — R on jatkuva, niin f on tasaisesti

jatkuva joukossa K.

Heine—Cantorin lause toimii tidssd yhdistivdnd rakenteena, silld se liittdd jatkuvuuden ja
kompaktisuuden toisiinsa tavalla, joka tekee myohemmaistéd approksimaatiotarkastelusta mah-

dollisen.

Lisiksi merkitddn: C(K) jatkuvien reaaliarvoisten funktioiden avaruutta joukossa K.

2.4 Approksimaatio supremumnormissa

Olkoon K C R" kompakti ja f : K — R rajoitettu funktio. Télloin funktion supremumnormi

madritelldan muodossa

[/ 1le = sup | f(x)].
xeK

Supremumnormi mittaa funktion suurinta mahdollista itseisarvoa joukossa K. Vastaavasti

kahden funktion f ja g vilisti etdisyyttd voidaan mitata normilla

1f = &lleo = sup | f (x) — g(x)].

xekK
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Sanotaan, ettd funktio g approksimoi funktiota f virheelld korkeintaan € > 0, jos

IS =gl <&

Miiéritelmi 2.4. Funktiojono (f,) suppenee tasaisesti funktioon f joukossa K, jos jokaista
€ > 0 kohti on olemassa N € N siten, ettid

[fa(x) = f(X)] <€
kaikille n > N ja kaikille x € K.
Tasainen suppeneminen voidaan siis kirjoittaa myds muodossa
| fn—fllee =0 kun n — oo,

Tdmi seuraa suoraan supremumnormin médritelmisté, silld normi || f,, — f|| mittaa juu-
ri funktion f, ja raja-arvofunktion f vilistd suurinta poikkeamaa joukossa K. Téstd syystd
tasainen suppeneminen ja suppeneminen supremumnormissa kuvaavat samaa ilmio6ti (Tao,
2011).

Tami ndakokulma on tyon kannalta luonnollinen erityisesti yksiulotteisessa konstruktiossa.
Universaali approksimaatiolause esittdd vahvan véitteen neuroverkkojen approksimaatioky-
vysti, ja supremumnormi vastaa tihdn vahvalla vaatimuksella: neuroverkon tuottaman funk-
tion on oltava ldhelld kohdefunktiota koko kompaktilla joukolla eikd vain yksittdisissé pis-

teissa.

2.5 Universaali approksimaatiolause

Edelld esiteltyjen késitteiden avulla universaali approksimaatiolause voidaan muotoilla ti-
heysviitteend avaruudessa C(K). Vastaava muotoilu esiintyy esimerkiksi Kidgerin ja Lyon-
sin tyossd (2020, lause 1.1); ks. myos Pinkus (1999).

Lause 1. Olkoon p : R — R jatkuva aktivaatiofunktio. Tarkastellaan yhden piilokerroksen
feedforward-neuroverkkojen luokkaa, jossa syotekerroksessa on n neuronia, outputkerrok-
sessa yksi neuroni ja piilokerroksessa ddrellinen mutta mielivaltainen mddrd neuroneita. Jos
lisdksi K C R" on kompakti joukko, niin tdmd neuroverkkojen luokka on tihed avaruudessa

C(K) tdasmdilleen silloin, kun p ei ole polynomi.

Tissd tyossd avaruutta C(K) tarkastellaan ensisijaisesti supremumnormin avulla, joten tiheys

tarkoittaa sitd, ettd jokaista jatkuvaa funktiota voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti



kompaktilla joukolla K.

13



14

3 ReLU-rakenteesta universaaliin approksimaatioon

3.1 ReLU approksimaation rakennuspalikkana

Edellisesséd luvussa tarkasteltiin, milld tavoin jatkuvien funktioiden approksimaatiota voi-
daan muotoilla tdsméillisesti supremumnormissa. Tdmin perusteella luonnollinen seuraava
kysymys on, millainen rakenne mahdollistaa téllaisen approksimaation kdytdnnossi neuro-

verkkojen tapauksessa.

Rectified Linear Unit -aktivaatiofunktio (ReLLU) on tdhén erityisen luonteva, koska se on

samalla seké yksinkertainen ettd rakenteellisesti joustava. Se midritellddn muodossa

0, x<0,
o(x) = max{0,x} =
x, x>0.

ReLU-funktio o(x) = max{0, x}

3.0

2.5

2.0 1

1.5 4

alx)

1.0 4

0.5 4

0.0

Kuva 2: ReLLU-aktivaatiofunktion kuvaaja.

Kuten kuvasta 2 nidhdiin, ReLU on jatkuva ja paloittain lineaarinen funktio. Tistd seuraa,
ettd myos siirretyistd ja painotetuista ReLU-funktioista muodostetut summat ovat paloit-
tain lineaarisia. Siirretty ReLU-funktio o(x — &) voi muuttaa funktion kulmakerrointa koh-
dassa &, ja juuri timi tekee ReLU:sta olennaisen approksimaatiomielessd (Huang, 2025):
ReLU-termeilld muodostettu approksimaatio voidaan rakentaa lisddmaélld uusia kulmakoh-

tia yksi kerrallaan sen sijaan, ettd koko funktio médriteltdisiin erikseen jokaisella osavililla.
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Ndin paloittain lineaarinen interpolantti saadaan kirjoitettua yhtend summana, mika liittad

tavallisen interpolaatioajatuksen RelLU-verkon esitysmuotoon.

3.2 Numeerinen esimerkki

Numeerisessa esimerkissé tarkastellaan funktiota f(x) = sin(x) +0.3x, kun x € [—4,4]. Esi-
merkkifunktio on valittu tarkoituksella yksinkertaiseksi, jotta huomio kohdistuu ReLLU-raken-

teen toimintaan eiké tarkasteltavan funktion monimutkaisuuteen.

Kuvassa 3 esitetddn kohdefunktio f, sen ReLU-approksimaatio g seki kéytetyt solmukohdat.
Approksimaation laatua arvioidaan numeerisesti maksimaalisen poikkeaman avulla tihedssi

pistejoukossa, mikd antaa kidytdnnollisen arvion supremumnormin mukaisesta virheesta.

1.5 4 = Alkuperainen funktio f{x)
RelU-approksimaatio g(x)

@ Interpolointipisteet

1.0

0.5 4

alx)

0.0 4 [ ]

flx),

—0.54

~1.04

~1.54

Kuva 3: ReLU-approksimaatio funktiolle f(x) = sin(x) + 0.3x vélilld [—4,4].

Koska f(x) = sin(x) 4+ 0.3x on kahdesti derivoituva, lineaarisen interpoloinnin virheelle voi-

daan antaa my0s teoreettinen yldraja (Van Loan, 2000, luku 3.1.3).

hZ
—glle < — max [f"(x
I =gl < g max 172
missé A on jaon suurin osavilin pituus. Tissi tapauksessa f”(x) = —sin(x), joten

/! < 1
nax [fT 0] <



16

Esimerkissi kéytetdan 9 solmupistettid vililld [—4,4], joten osavilejd on 8 ja

Tista seuraa arvio .
_ oo < —.
If —glle < g

Numeerisesti laskettu maksimivirhe oli noin 0,012, mika jda selvisti teoreettisen yldrajan
% alapuolelle. Ylidraja ei ole terdvid, mutta se havainnollistaa, ettid virheelle voidaan antaa

analyyttinen ylédraja koko tarkasteluvililla.

3.3 Yksiulotteisen virhearvion todistus

Edellisessd alaluvussa esitetty konstruktio havainnollistaa approksimaation ideaa yksiulot-
teisessa tapauksessa. Seuraavaksi tdmai ajatus esitetdén tdsméllisemmin tasaisen jatkuvuuden

e-6-madritelmin avulla.
Olkoon f: [a,b] — R jatkuva ja € > 0.

Koska f on jatkuva kompaktilla vililld [a,b], se on tasaisesti jatkuva. T#lloin on olemassa
0 > 0 siten, ettd kaikille x,y € [a, b] pitee

=yl <d = |fx)—f)I <e

Valitaan jako a = xg < x1 < --- < x,, = b siten, ettd x; —x;_| < 8 kaikillai =1,...,n.

Midritelldén g : [a,b] — R paloittain lineaariseksi approksimaatioksi pisteiden (x;, f(x;)) vé-
lilla.

Olkoon x € [x;_1,x;]. Koska x; —x;_1 < &, pitee |x —x;_1| < 0 ja |[x — x;| < 0, joten tasaisen

jatkuvuuden perusteella

1f(x)—flxin)| <€ ja |f(x)—flu)| <e.

Koska g(x) on lineaarinen interpolaatio pisteiden f(x;_1) ja f(x;) vilill4, voidaan se kirjoittaa

muodossa

8(x) = tof (i) + (1 = 1) f (xi-1),
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missi t, € [0, 1] kuvaa pisteen x sijaintia vililld [x;_1,x;] siten, ettd

X—Xj—]

Iy =

Xi—Xi-1
Koska , + (1 —t,) = 1, funktio f(x) voidaan kirjoittaa muodossa

f)=1-f(x) = (tc+ (1 —1)) f(x).

Télloin pétee

(;) + )
= [t f (i) + (1 = 1) f(xi1) — (e + (1 = 12)) f ()]
(i) + ) (xim1) =t f(x) = (1 = 1) f (%)
= [ (f (i) = f(x)) + (1 = 1) (f (xi1) — f (%))
1

<t f(xi) = )]+ (1 —1) [ £ (xim1) — f(x)]
<ety+(1—1)) =¢.
Eli
1f —gllw <.

Koska € > 0 oli mielivaltainen ja § valittiin ainoastaan tasaisen jatkuvuuden perusteella, sa-
ma virhearvio pitee kaikille f € C([a,b]), ei vain ylld olevan sinx + 0.3x -esimerkkifunktion

tapauksessa.

3.4 Yhteys universaaliin approksimaatioon

Téamin luvun konstruktion tarkoitus oli tehdd nékyviksi, miten luvussa 2 esitetyt madritel-
mit johtavat konkreettiseen approksimaation mahdollistavaan rakenteeseen. Supremumnor-
min avulla saadaan tapa mitata approksimaatiovirhettd koko vililld [a,b], ja tasainen jat-
kuvuus mahdollistaa keinon hallita tédtd virhettd samanaikaisesti vélin jokaisessa pisteessa.
Niin edellisen alaluvun €-0-argumentti osoittaa, ettd paloittain lineaarinen interpolantti py-
syy kohdefunktion lihelld supremumnormilla mitattuna.

ReLU-funktio tulee mukaan juuri tissd kohdassa. Edelld saatu approksimaatiofunktio on pa-
loittain lineaarinen, ja ReLU-funktioilla voidaan rakentaa juuri tillaisia paloittain lineaarisia

funktioita (Huang, 2025). Yksiulotteisessa tapauksessa paloittain lineaarinen funktio voidaan
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kirjoittaa muodossa
m
g(x) =co+cix+ Z ajo(x—E&;),
j=1
missi pisteet &; ovat funktion kulmakohtia ja kertoimet o; kuvaavat kulmakertoimen muu-

toksia néissd pisteissd.

Termi 6 (x — &;) ei vaikuta funktion arvoon pisteen &; vasemmalla puolella, mutta lisdd li-
neaarisen osuuden sen oikealle puolelle. Siten jokainen ReLU-termi voi muuttaa approksi-
moivan funktion kulmakerrointa valitussa kohdassa. Kun nditi kyseisid termejd summataan,
saadaan rakennettua paloittain lineaarinen funktio, jonka solmukohdat vastaavat valitun osi-

tuksen pisteité.

Tami yksiulotteinen konstruktio ei ole vield luvussa 2.5 esitetyn universaali approksimaatio-
lauseen yleinen todistus, mutta se havainnollistaa sen keskeistd ideaa. Koska ReLU-funktio
o (x) = max{0,x} on jatkuva eiki se ole polynomi, lauseen 1 perusteella vastaava yhden pii-
lokerroksen feedforward-neuroverkkojen luokka on tihed avaruudessa C(K), kun K C R” on

kompakti.

Tissd mielessd esimerkki ei ole pelkkd numeerinen havainto, vaan se niyttid, miten tyon teo-
reettiset kisitteet kytkeytyvit ReLU-verkon approksimaatiokykyyn yksinkertaisessa mutta
tasmallisessd tapauksessa.

3.5 ReLU-konstruktio L?-normissa

Edellisessd osiossa tarkasteltiin jatkuvan yksiulotteisen funktion approksimointia paloittain
lineaarisella ReLLU-rakenteella supremumnormin suhteen. Seuraavaksi tarkastellaan approk-
simaatiota kaksiulotteisessa tapauksessa. Télloin virhettd ei mitata suurimman pisteittdisen
virheen avulla, vaan L?-normissa, jossa integroidun neliovirheen neliéjuuri kuvaa approk-
simaation kokonaisvirhetti. Vaikka approksimaation luonne muuttuu, huomionarvoisen L?-

nikokulmasta tekee sen luontevampi yleistyminen korkeampiin ulottuvuuksiin.

Kahden funktion f,g : K — R vilinen L*-etdisyys mairitelldin kaavalla

1/2
17 =gl = ( [, 1) - etrp)Pasay)

Jatkuvuuden ja kompaktin alueen ruudukkojaon nojalla kohdefunktiota voidaan ensin ap-
proksimoida ruuduittain vakioisella funktiolla. Tdmi antaa ldhtokohdan 2D-approksimaation

rakentamiselle, joka jaetaan kahteen vaiheeseen, silld yleisen kohdefunktion suora esittimi-
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nen ReL.U-funktioilla olisi vaikeaa.

Ensin kohdefunktio approksimoidaan epéjatkuvien paikallisten bump-funktioiden (indikaat-
torifunktioiden) lineaarikombinaatioilla. Ensimmaéinen vaihe siis hyodyntéa sitd, ettd jatkuva
kohdefunktio kiyttidytyy vakiomaisesti pienilld alueilla.

Toisessa vaiheessa bump-funktiot korvataan jatkuvilla ReLU-rakenteilla. Vaikka bump-funk-
tiot ovat epdjatkuvia, eivitki siten suoraan ReLU:n tuottamia funktioita, niiden ja vastaavien

ReLU-rakenteiden vilinen ero voidaan tehdd mielivaltaisen pieneksi L>-normissa.

Selkeyden vuoksi merkitddn tidssd epdjatkuvia bump-funktioita symbolilla b ja niiden
ReLU-approksimaatioita symboleilla bg,l). Lopullista ReLU-verkolla muodostettua approk-
simaatiota merkitddn symbolilla g.. Téll6in approksimaation rakenne on
N ' N "
fY b =Y by =ge,
=1 i=1

1=

missd kertoimet ¢; kuvaavat paikallisten bump-funktioiden korkeuksia.

Konstruktio esitetizin yksikkoneliossi K = [0, 1]2. Yleistys muihin neliihin tapahtuu siirti-
milld ja skaalaamalla koordinaatteja, jolloin ReLU-rakenteen yhdistdmistapa sidilyy ennal-

laan. Tarkastellaan ensin yhtd paikallista nelidaluetta. Olkoon
0= [xo—r/2>x0+”/2] X [yo_r/27y0+r/2] CK,
missd r > 0.

Mairitelldén sitten nelion Q yksikkokorkuinen indikaattorifunktio.

1, (xy) €0,

b(x7y):1Q(x>y): 0 ( )¢Q
y &Y .

Funktio b on epdjatkuva nelion Q reunalla.

T#hin mennessi approksimaatio on esitetty intuitiivisella ja paikalliseen tarkasteluun perus-
tuvalla tavalla. Tastd voi helposti syntyd mielikuva, ettd bump-funktioita kdytetiiin suoraan
rakennuspalikoina. Todellisuudessa bump-tyyppinen kiyttiytyminen ei ole erillinen 14hto-
kohta, vaan ilmid, joka seuraa siitd, miten vertikaaliset ja horisontaaliset nauhaindikaattorit
muodostuvat ja yhdistyvit ReLU-rakenteissa. Seuraavaksi tarkastellaan, miten b, rakenne-

taan eksplisiittisesti ReLU-funktioiden avulla.



20

Ensimmadisessd piilokerroksessa yksittidiset neuronit muodostavat ReLU-funktioiden lineaa-
rikombinaatioina juuri nditd aiemmin mainittuja yhden koordinaatin suunnassa tehtyja alue-
rajauksia, eli nauhaindikaattoreita. Parametri y > 0 méérad reunavyohykkeen leveyden, eli
missid epdjatkuva raja pehmennetiin jatkuvaksi ReLLU-approksimaatioksi. Esimerkiksi x-
suunnan rajaus voidaan muodostaa ReLU-funktiolla muodossa

ox—(x0—r/2)) —ox—(x0—r/2+7))

¢r(x) = ” :

Vastaavasti y-suunnan rajaus saadaan

(pB(y): G(y_(y()_r/2>)_;f(y_(y0_r/2+ ))

Niiden avulla muodostetaan vastakkaiset reunat heijastamalla nelion keskipisteen suhteen:

x = 2x9 —x, y = 2y0—y.

Télloin x- ja y-suunnan nauhaindikaattorit ovat

Hy(x,y) = ¢r.(x) + ¢ (x') — 1,
ja

Vy(x,y) = 0p(y) + 05(y') — 1.

Toisessa piilokerroksessa neuronit yhdistivit niitd nauhoja pisteittdisen minimioperaation

avulla. Kukin toisen kerroksen neuroni yhdistdd yhden vertikaalisen yhteen horisontaaliseen

nauhaan:
b'}’(xay) = min{H’}’(xay)7VY<x7y)}'
Koska
: u+v—|u—v|
min(u,v) = ———
2
ja

1| =0 (1) +o(-1),
voidaan minimi kirjoittaa kokonaan ReLLU-funktioiden avulla:

Hy+Vy—o(Hy—Vy) —o(Vy —Hy)
5 .

bY(xay) =
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Niin saatu by on kahden piilokerroksen ReLU-verkon toteuttama approksimaatio funktiolle
b, jossa kytkennit ovat harvassa: kukin paikallinen neliomiinen komponentti riippuu vain
yhdestd vertikaalisesta ja horisontaalisesta nauhasta. Ndiden komponenttien summa muo-

dostaa koko approksimaation.

Seuraavaksi arvioidaan timin approksimaation virhe L>-normissa vertaamalla funktioita b
ja by. Oletetaan, ettd by eroaa funktiosta b vain nelion Q reunan ympirilld olevalla reunavyo-

hykkeelld, jota merkitdéin Ay. Timén alueen ulkopuolella pétee siis by = b.

b= byliE ) = [ [bry) = byl y)Pdxdy.

Koska virhe on mahdollinen vain reunavyohykkeelld A,,

b =byliE = [ Ibr.) = byx.y) Pdxdy
Y

Koska 0 < b(x,y) <1ja0 < by <1,niin

|b(x,y) — by(x,y)[* < 1.

Tastd seuraa arvio
b=yl < [ 1dxdy =y,
Y

Kun y — 07, reunavydhykkeen pinta-ala lihestyy nollaa:

|Ay| = 0.

Siten

16— byl 2(x) — 0.

Koska kohdefunktio f voidaan esittdd direllisend yhdistelméni paikallisia bump-kompo-

nentteja, voidaan koko approksimaation virhe arvioida summaamalla yksittdisten kompo-

nenttien virheet. Valitaan bump-funktiot b(l), e ,b(N ) niin, ettd
S £
— ) b <.
f ,:ZI Ci 5

[2(K)
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(i)

Valitaan lisiksi jokaiselle () jatkuva ReLU-approksimaatio by’, jolla

i i) €
il 169 =5 200 < 35

Mairitelldén lopullinen ReLU-approksimaatio

&)
8e = Zciby .
i=1

Kolmioepiyhtidlon avulla saadaan

(0
||f_g€||L2(K) =|f- Zciby
i=1 LZ(K)
PG - )0
<|f- Zcib(l) +) il | — by l22(k)-

Eli
£ £ -

Siis jokaiselle € > 0 voidaan muodostaa ReLU-rakenteinen funktio g¢, jolle

1f —gell2k) <&
Tissd mielessd kohdefunktiota f voidaan approksimoida L?-normissa mielivaltaisen tarkasti.

Kuten luvun alussa todettiin, L>-nikokulman etuna on sen luontevampi yleistyminen kor-
keampiin ulottuvuuksiin. 1D:ssd paloittain lineaarinen argumentti toimii hyvin, koska on
helppoa pilkkoa jana vileihin, ja vilit yhdistdi suorilla. Korkeammissa ulottuvuuksissa pis-
teiden yhdistdminen suorilla ei ole endd niin yksinkertainen tehtdvd geometrian muuttuessa
nopeasti hankalaksi. Paikallisten rakenteiden muodostamisen perusidea taas sdilyy ulottu-
vuuden kasvaessa: 2D:ssd x- ja y-suuntien nauhat, minimioperaatio, nelié Q. 3D:sséd x-, y- ja

z-suuntien nauhat, minimioperaatio ja kuutio Q. 4D:ssd sama idea neljélld suunnalla.
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4 Johtopditokset

Téssd kandidaatintyodssd tarkasteltiin neuroverkkojen universaalia approksimaatiolausetta
analyysin ndkokulmasta. Tyon tavoitteena oli selvittdd, mitd neuroverkon approksimaatioky-
vylld tarkoitetaan matemaattisesti sekd havainnollistaa lauseen ideaa konstruktiivisella esi-

merkilla.

Luvussa 2 esiteltiin universaali approksimaatiolauseen tausta ja keskeiset muotoilut. Tulos-
ten perusteella feedforward-neuroverkot, joissa kdytetdin ei-polynomista aktivaatiofunktio-
ta, ovat tiheitd jatkuvien funktioiden avaruudessa kompaktilla joukolla. Liséksi tarkasteltiin
supremumnormia ja tasaisen suppenemisen kisitettd seki sitd, miten valittu normi vaikut-
taa approksimaation merkitykseen. Samalla korostettiin, ettd universaali approksimaatio on
olemassaolotulos, joka ei anna suoraa menetelmii sopivien parametrien 10ytdmiseen kiy-

tannossa.

Luvussa 3 esiteltiin konstruktiivinen esimerkki, jolla havainnollistettiin universaali approk-
simaatiolauseen ideaa. Tarkastelussa osoitettiin, miten yksiulotteisen jatkuvan funktion pa-
loittain lineaarinen approksimaatio voidaan esittdd dérellisend RelLU-funktioiden lineaari-
kombinaationa. ReLU-esitys toimi konkreettisena siltana esitykseen, jolla niytettiin, kuin-
ka tasaisen jatkuvuuden avulla €-0-médritelmistd alkaen lause muotoiltiin mielivaltaiselle
kohdefunktiolle. Lisiksi luvussa tarkasteltiin kaksiulotteista approksimaation rakennetta L>-

normissa, miki antoi ldahtokohdan korkeampiulotteisten tapausten hahmottamiseen.

Tyon perusteella voidaan todeta, ettd universaali approksimaatiolause tarjoaa vahvan teoreet-
tisen perustan neuroverkkojen kiytdlle monimutkaisten funktioiden mallintamisessa. Kon-
struktiiviset ReLU-esimerkit osoittavat, ettd approksimaatio ei ole pelkdstddn abstrakti ole-
massaolotulos, vaan sitd voidaan tarkastella ainakin yksinkertaisissa tapauksissa eksplisiit-

tisten rakenteiden avulla.

Samalla kuitenkin korostuu, ettd lause ei suoraan selitd nykyaikaisten syvien neuroverkkojen
kdytidnnon toimivuutta, sillid se ei ota kantaa oppimisalgoritmien tehokkuuteen eikd mallien
yleistymiskykyyn datan avulla. Tdmin tyon pddpaino oli tarkastella approksimaatiovirhetti
ldhinnd konkreettisten esimerkkien kautta. Luontevana jatkotarkasteluna olisi approksimaa-
tion kvantifiointi, esimerkiksi sen selvittdminen, millaisia yldrajoja approksimaatiovirheelle

saadaan erilaisilla neuroverkkorakenteilla ja sd@nnollisyysoletuksilla.
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