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Lukuisissa teollisuussovelluksissa materiaalien, kuten paperin ja teräslevyjen, muok-
kaamiseen käytettävät pyörivät nippitelat kärsivät aina erilaisten herätteiden synnyt-
tämistä mekaanisista värähtelyistä, jotka voivat aiheuttaa virheitä valmistettaviin tuot-
teisiin. Tässä työssä tutkittiin viskoelastisia polymeerejä ja polymeeripinnoitteen ni-
pilliseen telasysteemiin synnyttämiä haitallisia itseherätteisiä värähtelyjä.

Työn polymeerejä käsittelevässä kirjallisuusosassa luotiin katsaus amorfisten polymee-
rien fysikaalisiin ominaisuuksiin. Kokeellisessa osuudessa tutkittiin tarkemmin kahden
amorfisen telapinnoitepolymeerin termoreologisia ja mekaanisia ominaisuuksia suoritet-
tujen DMTA-mittausten perusteella. Sovittamalla toisen polymeerin master-käyrään
yleistetty lineaarisen standardiaineen malli saatiin selville polymeerin mekaaniset pa-
rametrit ja approksimaatio sen relaksaatiospektrille.

Telapinnoitteen nipilliseen systeemiin synnyttämiä itseherätteisiä värähtelyjä ja niiden
seurauksia tarkasteltiin kahdelle telalle ja polymeeripinnoitteelle kehitetyn analyytti-
sen mallin ja numeeristen laskujen avulla. Pinnoite mallinnettiin lineaarisen standar-
diaineen mukaisesti. Telasysteemin parametrit määritettiin DMTA-mittaustuloksista
ja systeemiä vastaavasta koelaitteesta kokeellisella moodianalyysillä ja elementtimene-
telmällä. Numeerisesta stabiilisuusanalyysistä ja liikeyhtälöiden integroinneista saadut
tulokset kertovat telapinnoitteen aaltomaisista deformaatiomuodoista ja niiden syn-
nyttämistä taajuusalueittain esiintyvistä epästabiileista värähtelyistä. Telasysteemi on
epästabiili pinnoitedeformaatiokuvion systeemiin aiheuttaman herätevoiman taajuu-
den ollessa lähellä systeemin korkeampaa ominaistaajuutta. Numeerisista tuloksista
voitiin ennustaa nopean ja hitaan barringin olemassaolo.
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Many industrial machines utilize rotating nipped rolls to process sheetlike materials, for
example, paper webs and steel plates. It is common for such nipped systems to exhibit
mechanical vibrations caused by various excitation sources; these vibrations may lead
to defective products. The aim of this work was to study viscoelastic polymers and
harmful self-excited vibrations caused by a polymer cover in a nipped roll system.

A literature review was carried out on the physical properties of amorphous polymers.
DMTA measurements were conducted for two amorphous roll cover polymers in order
to study their thermorheological and mechanical properties in detail. By fitting the
Generalized Standard Linear Solid model (GSLS) to the master curve of one of the
polymers, the mechanical parameters and an approximation for the relaxation spectrum
of the polymer were obtained.

The polymer cover induced self-excited vibrations of a nipped roll system were inves-
tigated by using an analytical model developed for a polymer-covered two-roll system,
and by perfoming numerical calculations. The viscoelastic properties of the cover were
taken into account in the model by the Standard Linear Solid model (SLS). The me-
chanical parameters of the roll system were determined from the DMTA measurements,
and from a corresponding test machine by experimental modal analysis and finite el-
ement method. The results from numerical stability analysis and integrations of the
equations of motion of the system show wave-like deformations appearing on the roll
cover and separate instability regions of the system caused by the deformations. The
roll system is unstable when the frequency of the deformation pattern related force is
in the vicinity of the higher eigenfrequency of the system. It could be predicted, on
the basis of the numerical results, that both fast and slow barring exist.
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H Luonnollisella logaritmilla määritelty relaksaatiospektri
H10 Kymmenkantaisella logaritmilla määritelty relaksaatiospektri
J1 Käänteisvarastomoduuli
J2 Käänteishäviömoduuli
K Alatelan tuennan jousivakio
K Liikeyhtälöryhmän jäykkyysmatriisi
K Telasysteemiä ajavaan voimaan liittyvä jäykkyysmatriisi
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∆l̂i Jäännösdeformaation kompleksiosoitin
M Liikeyhtälöryhmän massamatriisi
M Ylätelan massa
Mo Polymeeriketjujen moolimassa
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Tk k:hon edeltävään ylätelan pyörähdyskierrokseen kulunut aika
t Aika
t0 Ajanhetki nipistä poistuttaessa
w Nipissä olevan pinnoitteen osan leveys kehäsuunnassa
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˙ Ensimmäinen aikaderivaatta d/dt
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Luku 1

Johdanto

Teollisuuden tuotantoprosesseissa valmistusnopeus pyritään aina maksimoimaan säi-
lyttäen kuitenkin samalla lopputuotteiden laatu hyväksyttävänä ennalta määrättyjen
toleranssien perusteella. Pitkälle automatisoidussa maailmassa valmistustehokkuutta
heikentävät pääasiassa tuotantokoneiden fysikaaliset rajoitteet, joista pyritään pääse-
mään eroon tutkimuksen ja tuotekehityksen avulla. Valmistusprosessien nopeuksien
alati kasvaessa nähdään usein sekä vanhojen ongelmien pahenevan että myös täysin
uusien syntyvän. Näiden ongelmien ratkaiseminen edellyttää entistä syvempää pereh-
tymistä niiden fysikaalisiin perusteisiin.

1.1 Tutkimusongelma

Lukuisissa teollisuuskoneissa on sylinterimäisiä teloja, jotka ovat pyöriessään kontaktis-
sa toistensa kanssa. Telojen ulkopinnat deformoituvat kontaktialueella eli nipissä, joten
telat poikkeavat ainakin hetkellisesti pyöreästä muodosta. Deformaatiot ovat useimmi-
ten elastisia, mutta mahdollisesti myös viskoelastisia ja plastisia riippuen telapintojen
materiaaleista ja nipin kuormitusolosuhteista. Deformaatioiden syntymiseen ja palau-
tumiseen vaikuttavat suuresti myös erilaiset ympäristötekijät kuten lämpötila. Telojen
pinnoista saattaa myös irrota materiaalia kulumisen seurauksena.

Suurin osa syntyneistä deformaatioista palautuu heti nipin ulkopuolella, mutta esimer-
kiksi kahden telan systeemissä vähäisimmätkin jäännösdeformaatiot palaavat kuitenkin
nippiin yhden pyörähdyskierroksen jälkeen. Tämä takaisinkytkentämekanismi aiheut-
taa telasysteemiin itseherätteisiä värähtelyjä, jotka saattavat synnyttää jaksottaisen
aaltomaisen kuvion telapinnoille. Telasysteemi voi ajautua dynaamisesti epästabiiliksi
pintadeformaatioiden kierroksittaisen kumuloitumisen ja itseherätteisten värähtelyjen
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samanaikaisen kasvun vuoksi. Tämäntyyppinen epästabiilisuus johtaa lopulta viallisiin
lopputuotteisiin monissa teollisuussovelluksissa. Pintakuvion muodostumista ja kasvua
ilmenee mm. paperikoneiden pinnoitetuissa puristin- ja kalanteriteloissa sekä pinnoil-
taan kuluvissa metallien valssausteloissa. Kuvassa 1.1a on esitetty paperia kalanteroi-
va kahden telan kokoonpano, jossa molemmat telat on pinnoitettu polymeerillä mm.
nippialueen laajentamiseksi. Kuvassa 1.1b on esitetty kaaviokuva niin ikään paperin
viimeistelyä suorittavasta superkalanterista. On tyypillistä, että nippiin tuleva telapin-
noitteen palautumaton deformaatio aiheuttaa epästabiileja värähtelyjä kuvan 1 kaltai-
sissa systeemeissä. Tässä työssä tutkitaan itseherätteisiä värähtelyjä nipillisessä kah-
den telan systeemissä, jossa toinen teloista on pinnoitettu viskoelastisella polymeerillä.
Pinnoitteen ominaisuudet määräävät pitkälti telasysteemin värähtelykäyttäytymisen ja
sen tähden työssä keskitytään tarkastelemaan erityisesti polymeerien mekaanisia omi-
naisuuksia.

Kuva 1.1: a) Soft-kalanteri, jossa molemmat telat on pinnoitettu viskoelastisella poly-
meerillä [1], b) Superkalanteri, jossa paperiraina (sininen) kulkee useiden nippien läpi.
Vihreät telat ovat pinnoitettuja [2].

1.2 Työn tavoitteet

Polymeerejä käsiteltäessä käydään ensin yleisesti läpi niiden fysikaalisia ominaisuuksia.
Kahden ominaisuuksiltaan erilaisen viskoelastisen telapinnoitepolymeerin mekaanisia
ominaisuuksia tutkitaan tarkemmin DMTA-mittausten perusteella. Mittaustuloksis-
ta muodostetaan polymeereille master -käyrät. Toisen polymeerin käyrään sovitetaan
yleistetty lineaarisen standardiaineen malli. Sovituksen myötä saadaan selville poly-
meerin mekaaniset parametrit ja approksimaatio sen relaksaatiospektrille.
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Nippitelojen dynamiikan tutkimista varten muodostetaan analyyttinen tasomalli ni-
pilliselle kahden telan systeemille, jossa toinen teloista on pinnoitettu viskoelastisella
polymeerillä. Systeemiä kuvaavat viivedifferentiaaliyhtälöt Laplace-muunnetaan sta-
biilisuusanalyysiä varten. Mallin epästabiileja värähtelyjä ja kuvan 1.2 mukaisia tela-
pinnoitteen deformaatiokuvioita tutkitaan sekä numeerisen stabiilisuusanalyysin että
liikeyhtälöiden aikaintegroinnin avulla. Lisäksi tarkastellaan telasysteemin kompleksi-
sia ominaismuotoja. Laskennassa käytetään MATLAB 7.7 -ohjelmistoa. Laskentamal-
lin telojen massa-, jäykkyys- ja vaimennusparametrit saadaan analyyttistä mallia vas-
taavasta nipillisestä kahden telan koelaitteesta. Telasysteemin pinnoitteen parametrit
määritetään laskuja varten koelaitteella suoritettavan värähtelymittauksen ja DMTA-
tulosten avulla. Kaikki mittaukset suoritetaan yhteistyössä Metso Paper Oy:n kanssa.

Kuva 1.2: Kvalitatiivinen esitys aaltomaiseen muotoon deformoituneesta telapinnoit-
teesta.

1.3 Työn rajaus

Tässä työssä telasysteemiä käsitellään yksiulotteisena, jolloin telojen taivutusväräh-
telyjä ei oteta huomioon. Ainoastaan toisen polymeeripinnoitteen käyttäytymistä ja
kuvioitumista tutkitaan muodostettavan analyyttisen mallin avulla. Telapinnoite mal-
linnetaan lineaarisen standardiaineen mukaisesti, jolloin pinnoitteen deformaatioiden
palautumista kuvaa yksi aikavakio. Yleistetyn lineaarisen standardiaineen mukaisen
telapinnoitteen sisältävän analyyttisen telamallin tarkastelu ja mallia vastaavalla koe-
laitteella suoritettavat laajemmat värähtelymittaukset jätetään jatkotutkimuksiin. Las-
kennallisten ja kokeellisten tulosten avulla voidaan jatkossa kehittää passiivisia, semiak-
tiivisia ja aktiivisia menetelmiä nipillisten telasysteemien värähtelyjen stabiloimiseksi
ja vaimentamiseksi.
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Luku 2

Polymeerin materiaalimalli ja
mekaaniset ominaisuudet

Polymeerit ovat polymerointiprosesseissa pienistä molekyyleistä, monomeereistä, muo-
dostuvia suuria ketjumaisia molekyylejä. Polymeerien laajaa esiintymis- ja sovellus-
kenttää kuvaa niiden perusjako, jonka mukaan polymeerit voidaan luokitella luonnossa
esiintyviin elävien organismien muodostamiin biopolymeereihin, esim. luonnonkumi ja
DNA, sekä teollisesti valmistettaviin synteettisiin polymeereihin, joita ovat mm. kaikki
nykyisin eniten käytetyt muovit. Tässä kappaleessa tarkastellaan polymeerien peruskä-
sitteitä sekä erityisesti amorfisten polymeerien käyttäytymistä erilaisissa lämpötiloissa
ja niiden mekaanisten ominaisuuksien määrittämistä DMTA-mittausten avulla.

2.1 Polymeerin rakenne

Suurin osa polymeereistä on orgaanisia, mutta myös epäorgaanisia polymeerejä esiin-
tyy ja käytetään laajalti. Orgaanisen molekyylin perustan muodostavat kovalenttiset
hiili-hiili –sidokset. Hiili voi sitoutua myös useisiin muihin alkuaineisiin kovalenttisesti,
mikä mahdollistaa lukuisten ominaisuuksiltaan erilaisten polymeerien valmistamisen.
Esimerkki yksinkertaisesta polymeeriketjusta on kuvan 2.1 polyeteeni, jonka toistuva
kemiallinen yksikkö on [–CH2–CH2–]n. [3, 4]

Toisistaan erilliset polymeeriketjut voivat muodostaa yhdessä kuvan 2.2 kaltaisia risti-
silloitettuja polymeerejä, joissa ketjujen välisinä liitoksina toimivat esimerkiksi rikkisi-
dokset. Ristisilloitus vaikuttaa suuresti polymeerin fysikaalisiin ominaisuuksiin, esim.
mitä tiheämpää ristisilloitus on, sitä pienempiä polymeeriin syntyvät deformaatiot ovat
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Kuva 2.1: Polyeteeni, jossa jokaiseen hiiliatomiin on sitoutunut kaksi vetyatomia. Kaik-
ki sidokset ovat kovalenttisia [3].

ja lisäksi deformaatioiden palautuminen eli polymeerin relaksoituminen nopeutuu. Ris-
tisilloitettu polymeeri syntyy esimerkiksi valettavasta useamman aineen seoksesta, ther-
moset-materiaalista, joka kuumennettaessa polymeroituu muodostaen silloittuneita po-
lymeeriverkkoja ja samalla kovettuu pysyvästi. Tällaisia thermoset-materiaaleista val-
mistettuja polymeerejä kutsutaan myös kertamuoveiksi, koska niitä ei voi muovata
uudelleen ilman kemiallisen rakenteen hajottamista. Kertamuovi pehmenee, mutta ei
lopulta sula vaan palaa lämmön vaikutuksesta. Vastaavasti kestomuoveja, thermoplas-
tics-polymeerejä, voidaan muovata ja sulattaa ilman kemiallista hajoamista. Teolli-
suudessa käytettävät kertamuovit, kuten erilaiset epoksihartseista (epoxy resin) kovet-
teiden avulla valmistettavat epoksit, kestävät hyvin kulumista sekä ovat mekaanisesti
lujia ja niitä käytetään esimerkiksi paperikoneiden telojen pinnoitteina. [3–5]

Kuva 2.2: Ristisilloitettu (cross-linked) polymeeri [3]. Mustat pallot kuvaavat polymee-
riketjujen välisiä rikkisidoksia.
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Kaikki thermoset-perustaiset ristisilloitetut polymeerit (kertamuovit), esim. polyure-
taanit ja epoksit, ovat amorfisia. Amorfisessa tilassa polymeeriketjut ovat kasautuneet
täysin satunnaiseen järjestykseen. Polymeeri voidaan tällaisessa tapauksessa mallintaa
kuvan 2.3 mukaisena spagettimaisena vyyhtenä. Toisin kuin kidemäisessä rakentees-
sa, amorfisessa tilassa polymeeriketjujen liikkuminen on mahdollista. Ketjujen liikkeen
vuoksi amorfiset polymeerit ovat pehmeämpiä ja venyvät kuormitettaessa suhteellisesti
enemmän kuin kovat, mutta hauraat kidemäiset polymeerit. [3–5]

Kuva 2.3: Suuntautumaton amorfinen polymeeri [3].

2.2 Lasitila ja lasisiirtymäalue

Riittävän alhaisissa lämpötiloissa kaikki amorfiset polymeerit ovat jäykkiä kappaleita.
Tätä tilaa kutsutaan lasitilaksi (glassy state). Lasitilassa polymeeriketjujen rotaatiot ei-
vät ole mahdollisia ja ketjut ovat lukkiutuneet paikoilleen, jolloin polymeeri on myös la-
simaisesti optisesti läpinäkyvä. Jännityksen alaisena polymeeri deformoituu pääasiassa
elastisesti sen molekyyliketjuissa tapahtuvien lokaalien sidoskulmamuutosten seurauk-
sena. Polymeeriketjujen välisen hankauksen seurauksena polymeeri käyttäytyy osittain
myös viskoottisesti, jolloin osa deformaatiosta ei palaudu välittömästi. Hankauksesta
syntyvä lämpö dissipoituu polymeeristä ja tämä energian poistuminen ilmenee mekaa-
nisena vaimennuksena. [3, 4]

Lämpötilan kasvaessa polymeeri ajautuu lasisiirtymäalueelle (glass transition region),
missä polymeeriketjukasautumat alkavat liikkua yhtenäisesti suuremmassa määrin. Siir-
tymäalueella liike on aluksi kuitenkin edelleen selkeästi rajoitettua. Amorfisilla poly-
meereillä ei ole sulamislämpötilaa vaan lasisiirtymälämpötila Tg, jossa polymeeriketju-
jen rotaatiot tulevat mahdollisiksi polymeeriin varastoituneen riittävän lämpöenergian
ja siihen liittyvän tilavuuden kasvun vuoksi. Ketjujen liikkuvuuden lisääntyessä myös
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polymeeriketjujen välinen hankaus mekaanisessa kuormituksessa lisääntyy ja polymee-
rin suhteellinen vaimennuskyky kasvaa. Ketjujen vapaamman liikkumisen vuoksi poly-
meerin kovuus ja jäykkyys heikkenevät huomattavasti. Lämpötilan noustessa edelleen
polymeeri ajautuu alueelle, jossa se käyttäytyy kumimaisesti – materiaali on pehmeää
ja deformaatiot suuria. Lämpötilan jatkaessa kasvuaan kumialueella polymeerin vir-
tausominaisuudet vahvistuvat vielä jossain määrin. Polymeereillä on hyvin erilaisia la-
sisiirtymälämpötiloja. Esimerkiksi huoneenlämmössä kumimaisten polymeerien Tg voi
olla 100 - 200 Kelvin-astetta ja vastaavasti suurilujuuksisten kovien polymeerien Tg voi
olla jopa 400 - 500 K. Lasisiirtymälämpötilaan vaikuttaa esimerkiksi polymeerin risti-
silloituksen tiheys. Mitä tiheämpää silloitus on, sitä korkeampi on myös lasisiirtymä-
lämpötila, koska polymeeriketjujen on vaikeampi päästä liikkeelle. Polymeerin käyttäy-
tymiselle kuormitustaajuuden funktiona voidaan muodostaa lämpötilakäyttäytymisen
kanssa analoginen kuvaus, jota käsitellään kappaleessa 2.6. [3, 4]

2.3 Polymeerin viskoelastisuus

Amorfisten polymeerien voidaan katsoa käyttäytyvän viskoelastisesti, koska niillä on
rakenteensa vuoksi sekä kimmoisen kappaleen että viskoosin nesteen ominaisuuksia
kuten yllä mainittiin. Viskoelastisen materiaalin deformoitumiseen liittyvää virtauso-
minaisuutta kutsutaan virumiseksi. Kuvassa 2.4 on esitetty, miten viskoelastinen aine
käyttäytyy vakiokuorman alaisena virumiskokeessa. Hetkellä t = 0, jolloin voima alkaa
vaikuttaa, viskoelastisen aineen venymä muuttuu hyppäyksenomaisesti arvoon A, jon-
ka jälkeen venymä kasvaa käyrän ABC mukaisesti. Jos kuorma poistetaan ajanhetkellä
t = tB, niin osa venymästä, muutos BD, palautuu välittömästi. Loppuosa venymästä
palautuu hitaammin käyrän DE mukaisesti. [6]

Kuva 2.4: Virumiskoe [6]. Käyrä OABC kuvaa viskoelastisen aineen venymää vakio-
kuormituksessa. Käyrä BDE kuvaa tilannetta, jossa kuormitus poistetaan hetkellä tB.
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Materiaalin lineaarista viskoelastista käyttäytymistä voidaan mallintaa erilaisten me-
kaanisten mallien avulla, jotka ovat elastisten jousien ja viskoosien vaimentimien yh-
distelmiä. Yksittäisen lineaariselastisen jousen jännitystä kuvaa Hooken laki

σ = Eε , (2.1)

missä E on kimmomoduuli ja ε suhteellinen venymä eli jännitys on suoraan verrannol-
linen venymään. Vastaavasti viskoosille vaimentimelle jännitys on

σ = η
dε

dt
, (2.2)

missä η on dynaaminen viskositeetti. Nähdään, että jännitys on suoraan verrannollinen
venymän muutosnopeuteen. Elastisista ja viskooseista komponenteista voidaan muo-
dostaa lineaarisen standardiaineen malli ja sen yleistys, jota käsitellään tarkemmin
kappaleessa 2.7.

Lineaarisen viskoelastisen materiaalin mallintamisessa hyödynnetään usein myös Boltz-
mannin superpositioperiaatetta [3, 7], jonka mukaan

• Viruma on funktio kappaleen koko kuormitushistoriasta.

• Jokainen erillinen kuormitus tuottaa oman kontribuutionsa kappaleen deformoi-
tumiseen, joten kokonaisdeformaatio on kaikkien yksittäisten kontribuutioiden
summa.

2.4 Viskoelastisen materiaalin dynaaminen moduuli

Jos elastista materiaalia kuormitetaan harmonisella voimalla, materiaalin deformoi-
tuessa jännitys ja venymä ovat samassa vaiheessa. Puhtaasti viskoosia ainesta kuormi-
tettaessa venymä on jännitystä 90 astetta jäljessä. Näin ollen viskoelastisissa materiaa-
leissa venymä on 0 – 90 astetta jännitystä jäljessä. Harmonisen kuormituksen alaisen
viskoelastisen materiaalin venymälle ja jännitykselle voidaan siis kirjoittaa

ε = ε0 sin(ωt) , (2.3)

σ = σ0 sin(ωt+ δ) , (2.4)

missä ε0 ja σ0 vastaavat kuormitussyklin maksimiamplitudeja ja ω on materiaalin kuor-
mitustaajuus. Jännityksen ja venymän välinen vaihe-ero δ on esitetty kuvassa 2.5.
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Kuva 2.5: Viskoelastisen materiaalin jännityksen ja venymän välinen vaihe-ero δ [8]
(muokattu).

Yhtälö (2.4) voidaan esittää muodossa

σ = σ0 cos δ sinωt+ σ0 sin δ cosωt . (2.5)

Nähdään, että jännitys koostuu kahdesta komponentista: samassa vaiheessa venymän
kanssa olevasta osasta (σ0 cos δ) ja venymään nähden 90 asteen vaihesiirrossa olevasta
osasta (σ0 sin δ). Yhtälö (2.5) voidaan kirjoittaa muotoon

σ = E ′ε0 sinωt+ E ′′ε0 cosωt , (2.6)

missä
E ′ =

σ0
ε0

cos δ , (2.7)

E ′′ =
σ0
ε0

sin δ , (2.8)

jolloin tan δ = E ′′/E ′. Vaihtoehtoisesti, esittämällä yhtälöt (2.3) ja (2.4) kompleksi-
muodossa saadaan

ε = ε0e
iωt , (2.9)

σ = σ0e
i(ωt+δ) . (2.10)

Jännityksen ja venymän välille voidaan nyt määrittää kompleksimoduuli

E∗ =
σ

ε
=
σ0
ε0
eiδ =

σ0
ε0

(cos δ + i sin δ) = E ′ + iE ′′ , (2.11)

jota kutsutaan myös materiaalin dynaamiseksi moduuliksi, koska se määrittää jänni-
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tyksen suhteen venymään nimenomaan värähtelyolosuhteissa. Kuvassa 2.6 kompleksi-
moduuli ja sen komponentit on esitetty kompleksitasossa. Jos materiaalin vaimennus
on vähäistä, on kulma δ pieni, jolloin materiaalin kimmomoduulille E voidaan approk-
simoida E ≈ E ′ ≈ E∗ [4].

Kuva 2.6: Kompleksimoduulin osoitinesitys.

Venymän kanssa samassa vaiheessa oleva komponentti E ′ on varastomoduuli, jonka pe-
rusteella voidaan määrittää kuormitettavaan kappaleeseen yhden syklin (2π/ω) aikana
varastoituva energia. Venymään nähden 90 asteen vaihesiirrossa oleva E ′′ on häviömo-
duuli, joka vastaavasti kuvaa kappaleesta yhden kuormitussyklin aikana lämpönä pois-
tuvaa energiaa (vaimennus). Häviötekijä tan δ = E ′′/E ′ osoittaa materiaalin suhteelli-
sen kyvyn dissipoida energiaa tietyllä kuormitustaajuudella yhden kuormitussyklin ai-
kana. Kuvassa 2.7 on esitetty viskoelastisen materiaalin tyypilliset käyrät moduuleille
E ′ ja E ′′ sekä häviötekijälle tan δ kuormitustaajuuden ω funktiona. [3]

Kuva 2.7: Moduulien E ′ ja E ′′ ja häviötekijän tan δ tyypillinen käyttäytyminen kuor-
mitustaajuuden funktiona vakiolämpötilassa [3] (muokattu). Materiaalin dissipaatio on
huipussaan lasisiirtymäalueella. Huomaa logaritmiset asteikot.
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2.5 DMTA-mittaus

Viskoelastisen polymeerin kompleksimoduuli voidaan määrittää kokeellisesti DMTA-
mittauksella (Dynamic Mechanical Thermal Analysis). Menetelmällä voidaan selvit-
tää materiaalien ominaisuuksia värähtelykokeiden avulla, joissa ensisijaisena mittaus-
suureena on koekappaleeseen kohdistettavan voiman ja koemateriaalin vasteen väli-
nen vaihe-ero δ. Menetelmää voidaan soveltaa monella tavalla hyödyntäen esimerkiksi
niin pakkovärähtelyä kuin vapaata värähtelyä ja erilaisia koekappalekonfiguraatioita.
Tämän työn DMTA-mittauksissa polymeerikoekappaleiden mekaaniset ominaisuudet
määritetään kuormitustaajuuden funktiona tietyissä lämpötiloissa suoritettavien pak-
kovärähtelykokeiden avulla. Koekappalekonfiguraatioina käytetään kolmipistetaivutus-
ta ja vetokoetta. Koekappaleeseen kohdistettava harmoninen voima on verrannollinen
sen tuottamiseen käytettyyn sähkövirtaan, jota voidaan mitata. Kolmipistetaivutuk-
sessa voima kohdistetaan palkkimaiseen koekappaleeseen keraamisen akselin välityk-
sellä (kuva 2.8), jonka siirtymästä voidaan määrittää koekappaleen kuormitussyklin
maksimivenymä ε0, kun koekappaleen geometria tunnetaan. Mittaamalla kuinka pal-
jon maksimivenymä (akselin maksimisiirtymä) on kuormitussyklin maksimijännitystä
σ0 (maksimivoimaa) jäljessä voidaan määrittää vaihe-ero δ. Näistä voidaan laskea ma-
teriaalin varastomoduuli E ′ ja häviömoduuli E ′′ kussakin mittauslämpötilassa (kts.
yhtälöt (2.7) ja (2.8)). Vetokokeessa mittausperiaate on sama sillä erotuksella, että
voima venyttää koekappaletta aksiaalisuunnassa. [3, 4, 8]

Kuva 2.8: Kolmipistetaivutus [8]. Kuormitusakseli on palkin keskikohdan alapuolella.
Rakenteen ympärille voidaan asettaa kehikko, jonka sisäpuolen mittauslämpötilaa voi-
daan muuttaa. Kuormitettava palkki on tyypillisesti muutaman senttimetrin pituinen.
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2.6 Polymeerin aika-lämpötila –riippuvuus

Tyypillisesti DMTA-tekniikalla päästään vain kuormitustaajuuksiin 0.1 – 1000 Hz. Laa-
jempi taajuusskaala on kuitenkin välttämätön, jotta polymeerille saadaan määritettyä
sen mekaaniset ominaisuudet kuvaava relaksaatiospektri. 1940-luvulla havaittiin [9, 10],
että eri lämpötiloissa tehtyjen moduulimittausten tulokset pystytään yhdistämään laa-
jan taajuusskaalan master -käyräksi. Myöhemmin mittaustulosten superponoinnille ke-
hitettiin teoreettinen perusta, redusoitujen muuttujien menetelmä, josta on annettu
kattava esitys viitteessä [11]. Teoreettisten mallien mukaan polymeerin varastomoduu-
lille on voimassa

E ′(ω, T ) =
c(T )RT

Mo

∑
p

ω2τ 2p (T )

1 + ω2τ 2p (T )
, (2.12)

missä ω on kuormitustaajuus, T kuormituslämpötila, c(T ) konsentraatio, R yleinen
kaasuvakio, Mo polymeeriketjujen moolimassa ja p-summaus käy yli Rousen normaali-
muotojen. Relaksaatioajalle pätee

τp(T ) =
6Mo

π2p2R

[η](T )ηs(T )

T
, (2.13)

missä [η] on todellinen viskositeetti (intrinsic viscosity) ja ηs erityinen viskositeetti
(specific viscosity). Koska viskositeettisuureet pienenevät lämpötilan kasvaessa, yhtä-
löstä (2.13) nähdään, että lämpötilan kasvaessa materiaalin relaksaatioajat pienenevät
ja näin deformaatioiden palautuminen nopeutuu. Kahdelle eri lämpötilalle T ja T0

voidaan nyt kirjoittaa
τp(T )

τp(T0)
=

[η](T )ηs(T )/T

[η](T0)ηs(T0)/T0
≡ aT . (2.14)

Edelleen voidaan kirjoittaa

E ′(ω, T ) =
c(T )T

c(T0)T0
E ′(ωaT , T0) ≈

T

T0
E ′(ωaT , T0) (c(T )/c(T0) ≈ 1) , (2.15)

missä aT on vaakasiirtotekijä, jonka avulla lämpötilassa T ja kulmataajuudella ω mi-
tattu moduuli E ′ voidaan muuntaa referenssilämpötilaan T0 kulmataajuudelle ωaT .
Logaritmimuodossa saadaan

logE ′(ωaT , T0) = log
T0
T

+ logE ′(ω, T ) . (2.16)

Jos ω piirretään logaritmiselle asteikolle, niin

ωaT → logωaT = logω + log aT , (2.17)
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mikä johtaa log aT :n suuruiseen vaakasiirtoon. Yhtälössä (2.16) termi log(T0/T ) on mo-
duulidatalle tehtävä pystysiirto, jonka tarkoitus on ottaa huomioon materiaalin kumi-
maisen komponentin lämpötilariippuvuus. Viitteissä [12, 13] on esitetty, että pystysiirto
on tarpeeton. Viitteen [14] mukaan pystysiirto on tarpeellinen kumi- ja lasisiirtymä-
alueilla, mutta sitä ei pidä tehdä lasialueella. Esimerkki eri lämpötiloissa mitattujen
moduulien yhdistämisestä ja sen tuloksena saadusta master-käyrästä on esitetty kuvas-
sa 2.9. Tulokset on esitetty muodossa J1 = 1/E ′, missä J1 on käänteisvarastomoduuli.
Vaakasiirto on tehty silmämääräisesti, mikä on yleinen käytäntö.

Kuva 2.9: Esimerkki polymeerin master-käyrän muodostamisesta [3] (muokattu). a)
Eri lämpötilojen mittausdata kuormitustaajuuden funktiona, b) Data, jolle on tehty
pysty- sekä vaakasiirto referenssilämpötilan ollessa T0 = 129.5oC. Tavoitteena on ollut
mahdollisimman jatkuva ja sileä master-käyrä. Huomaa laaja taajuusskaala.

Williams, Landel ja Ferry esittivät 1955 kuuluisan WLF -yhtälön [15], jonka mukaan
amorfisille polymeereille vaakasiirron lämpötilariippuvuus on muotoa

log aT =
C1(T − T0)
C2 + (T − T0)

. (2.18)

Ehtona on, että kaikilla viskoelastisilla mekanismeilla, ts. relaksaatioprosesseilla, on
sama lämpötilariippuvuus ja että polymeerin sisäinen rakenne ei muutu lämpötilan
muuttuessa. Kuvassa 2.10 on esitetty kuvan 2.9b käänteisvarastomoduulin J1 vaaka-
siirtotekijä aT lämpötilan T funktiona sekä empiirisesti (silmämääräisesti) määritet-
tynä että yhtälöstä (2.18) laskettuna. Saman vaakasiirtotekijän täytyy tuottaa yhte-
näinen master-käyrä sekä moduulidatoille E ′ ja E ′′ (J1 ja J2) että häviötekijälle tan δ.
Lisäksi hyvän vaakasiirron takaamiseksi eri lämpötiloissa mitattujen käyrien välille pi-
täisi syntyä päällekkäisyyttä (overlap) vaakasiirrossa. Yleensä amorfisten polymeerien
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Kuva 2.10: Vaakasiirtotekijä log aT lämpötilan funktiona [3] (muokattu). Ympyrät ku-
vaavat silmämääräisen siirron tuloksena saatuja arvoja. Yhtenäinen käyrä on laskettu
yhtälöstä (2.18).

mekaanisia ominaisuuksia määritettäessä keskitytään tarkastelemaan varastomoduulia
E ′. [3, 11]

Yhtälö (2.18) voidaan kirjoittaa muotoon

T − T0
log aT

=
C2

C1

+
T − T0
C1

. (2.19)

Kun vasen puoli piirretään suureen T − T0 funktiona, saadaan suora, josta C1 ja C2

voidaan ratkaista. Plazek osoitti 1965 [16], että polymeereissä molekyylien liike pitää
ryhmitellä useampaan luokkaan siten, että kuhunkin luokkaan kuuluvilla mekanismeilla
on sama lämpötilariippuvuus, mutta eri luokilla on eri lämpötilariippuvuudet. Mikäli
tietyllä lämpötilavälillä jokin luokka on palautumisen suhteen dominoiva, on WLF-
yhtälö voimassa likimäärin kyseisellä lämpötila-alueella tietyillä vakioiden C1 ja C2

arvoilla. Jos seuraavalla lämpötila-alueella jokin toinen luokka on dominoiva, on WLF-
yhtälö jälleen voimassa, mutta vakioiden C1 ja C2 arvot ovat edellisestä muuttuneet. Jos
tällaisessa tilanteessa piirretään yhtälön (2.19) kuvaaja, saadaan paloittain lineaarinen
kuvaaja. Mikäli luokka ei ole täysin dominoiva, voi kuvaaja myös kaartua jonkin toisen
samalla alueella vaikuttavan luokan vaikutuksesta.

Laskenta- ja mittausmenetelmien kehityttyä WLF-yhtälön käyttöä on kritisoitu laa-
jalti uusien tulosten valossa [13] (viitteineen). Polymeerien molekulaarisia prosesseja
ei tule yksinkertaistaa ja lämpötilariippuvuuksia yhdistellä mielivaltaisesti hyvien tu-
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losten saamiseksi. Relaksaatiomekanismien tutkimus tuottaa jatkuvasti uusia tuloksia
[17] ja polymeerien mallintamisessa käytettävät mekaaniset mallitkin tulevat sen joh-
dosta todennäköisesti vielä kehittymään. Klompen on esimerkiksi kehittänyt mallin,
jolla voidaan ottaa huomioon toisistaan erillisiä viskoelastisia relaksaatioprosesseja ja
näin polymeerien deformaatioiden palautumista voidaan mallintaa entistä tarkemmin
[18].

2.7 Yleistetty lineaarinen standardiaine

Kuten yllä mainittiin, polymeerien viskoelastista käyttäytymistä voidaan mallintaa
erilaisten mekaanisten mallien avulla. Kuvassa 2.11 on esitetty yleistetty lineaarisen
standardiaineen malli. Malli koostuu polymeerin ristisilloituksen palauttavaa vaikutus-
ta kuvaavasta jousesta, jonka moduuli on E∞, sekä rinnakkain kytketyistä Maxwell-
elementeistä, jotka kuvaavat polymeeriketjujen hankauksesta syntyvää vaimennusta
ja ketjujen elastisia deformaatioita. Kullakin elementillä on oma relaksaatioaikansa
τi = ηi/Ei (i = 1, . . . , n) ja yhdessä elementit määräävät polymeerin relaksaatiospekt-
rin. Relaksaatioaika kuvaa aikaa, jossa Maxwell-elementtiin syntynyt viskoosi siirtymä
(deformaatio) pienenee 36.8 % suuruiseksi (1/e) alkuperäisestä arvostaan.

Kuva 2.11: Yleistetty lineaarisen standardiaineen malli [3] (muokattu).

Yleistetyn lineaarisen standardiaineen tasapainoyhtälöistä lähtien voidaan suoraviivai-
sesti osoittaa, että kompleksimoduulin reaaliosa (varastomoduuli) ja imaginaariosa (hä-
viömoduuli) ovat [11]

E ′(ω) = E∞ +
n∑
i=1

Ei
ω2τ 2i

1 + ω2τ 2i
, (2.20)

E ′′(ω) =
n∑
i=1

Ei
ωτi

1 + ω2τ 2i
. (2.21)
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Tässä työssä toisen tutkittavan polymeerin mekaanisten parametrien määrittämiseksi
varastomoduulin yhtälö (2.20) sovitetaan DMTA-mittausdatasta muodostettuun varas-
tomoduulin master-käyrään. Sovituksen avulla määritetään approksimaatio polymee-
rin relaksaatiospektrille. Yleistetyn lineaarisen standardiaineen sovittamista master-
käyrään käsitellään tarkemmin luvussa 4.

2.8 Polymeerin relaksaatiospektri

Yleistetyn lineaarisen standardiaineen Maxwell-elementtien mekaaniset parametrit voi-
daan esittää kuvan 2.12 mukaisesti. Kullakin elementillä on oma moduulinsa Ei ja re-
laksaatioaikansa τi.

Kuva 2.12: Yleistetyn lineaarisen standardiaineen Maxwell-elementtien parametrit.

Matemaattisesti elementtien moduulijakaumaa voidaan kuvata relaksaatiospektrillä

F (τ) =
n∑
i=1

Eiδ(τ − τi) . (2.22)

Tämä koostuu diskreeteistä Diracin delta-piikeistä. Mikäli relaksaatioaikoja ja vastaa-
via moduuleja on riittävän tiheästi, voidaan siirtyä kuvan 2.13 jatkuvaan relaksaatios-
pektriin. Tällöin niiden prosessien, joiden relaksaatioajat ovat välillä (τ, τ + dτ), osuus
kimmomoduuliin on

dE = F (τ)dτ , (2.23)

missä F (τ) on jatkuva relaksaatiospektri. Relaksaatiomoduuliksi (l. relaksaatiofunk-
tioksi) Er saadaan näin ollen [11]

Er(t) = E∞ +

∫ ∞
0

F (τ)e−t/τdτ . (2.24)
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Kuva 2.13: Jatkuva relaksaatiospektri.

Relaksaatioaikojen suuruusluokista johtuen on käytännöllisempää määritellä relaksaa-
tiospektri H(τ) siten, että prosessit, joiden relaksaatioaikojen luonnolliset logaritmit
ovat välillä (ln τ, ln τ + d ln τ), aiheuttavat moduuliin kontribuution

dE = H(τ)d ln τ , (2.25)

jolloin relaksaatiomoduuliksi saadaan

Er(t) = E∞ +

∫ ∞
−∞

H(τ)e−t/τd ln τ . (2.26)

Yhtälöistä (2.23) ja (2.25) seuraa, että H(τ)d ln τ = F (τ)dτ , joten spektrien välille
saadaan yhteys

H(τ) = τF (τ) . (2.27)

Nyt saadaan standardiaineen varasto- ja häviömoduuleille lausekkeet (vrt. yhtälöt
(2.20) ja (2.21))

E ′(ω) = E∞ +

∫ ∞
−∞

H(τ)
ω2τ 2

1 + ω2τ 2
d ln τ , (2.28)

E ′′(ω) =

∫ ∞
−∞

H(τ)
ωτ

1 + ω2τ 2
d ln τ . (2.29)

Yhtälön (2.25) mukainen relaksaatiospektri voidaan määrittää myös kymmenkantaista
logaritmia käyttäen, jolloin

dE = H10(τ)d log τ . (2.30)

Voidaan todeta, että on voimassa

H10(τ)d log τ = H10(τ) log e d ln τ = H(τ)d ln τ ⇒ H10(τ) =
H(τ)

log e
. (2.31)

Oletetaan seuraavaksi, että polymeerin mittausdataan sovitetun yleistetyn lineaarisen
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standardiaineen mallin relaksaatioajat ja vastaavat moduulit ovat tunnetut ja johde-
taan niistä approksimaatio relaksaatiospektrille. Tarkastellaan tilannetta, jossa relak-
saatioajat ovat muotoa

τi = ai , (2.32)

missä indeksi i saa arvot −n,−n + 1, . . . , n − 1, n ja vastaavat moduulit ovat Ei. Lo-
garitmisella asteikolla yhtälön (2.32) mukaisten relaksaatioaikojen erotus on vakio

∆ log τi = log τi+1 − log τi = (1 + i) log a− i log a = log a . (2.33)

Yhtälön (2.30) nojalla saadaan nyt arvio

H10(τi)∆ log τi ≈ Ei ⇒ H10(τi) ≈
Ei

log a
. (2.34)

Kun parametrin a arvo on annettu, voidaan yhtälöstä (2.34) laskea relaksaatiospektrin
arvot H10(τi) ja edelleen hahmotella jatkuvan relaksaatiospektrin F (τ) muotoa.

Relaksaatiospektrin määrittämiseksi on kehitetty myös numeerisia menetelmiä, joiden
avulla relaksaatiospektri voidaan laskea suoraan mittausdatasta numeerista derivointia
käyttäen. Spektri voidaan laskea joko relaksaatiomoduulista Er(t), varastomoduulista
E ′(ω) tai häviömoduulista E ′′(ω). Viitteessä [11] on esitetty varastomoduulista lasket-
tavalle relaksaatiospektrille toisen kertaluvun approksimaatio

H(τ) =
dE ′(ω)

d lnω
+

1

2

d2E ′(ω)

d(lnω)2 ω= 1√
2τ

, kun
dH(τ)

dτ
> 0 , (2.35)

H(τ) =
dE ′(ω)

d lnω
− 1

2

d2E ′(ω)

d(lnω)2 ω=
√
2
τ

, kun
dH(τ)

dτ
< 0 (2.36)

ja differensseihin perustuva nollannen kertaluvun approksimaatio

H(τ) =
E ′(ωb)− E ′(ω

b
)

2 ln b
− b2

(b2 − 1)2
E ′(ωb2)− E ′( ω

b2
)− 2E ′(ωb) + 2E ′(ω

b
)

2 ln b ω= 1
τ

. (2.37)

Käytännössä kannattaa valita parametri b siten, että 0.2 ≤ log b ≤ 0.4. Yhtälöiden
(2.35)–(2.37) soveltaminen käytäntöön vaatii yleensä datan silittämisen (smoothing)
esimerkiksi liukuvan keskiarvoistuksen tai splini-interpolaation avulla.
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Luku 3

Telasysteemin analyyttinen malli

Nipillisten telasysteemien värähtelyjä ja telojen pinnoitteita on tutkittu laajalti viime
vuosina sekä teoreettisesti että kokeellisesti. Tässä luvussa luodaan ensiksi katsaus
näihin tutkimuksiin. Sen jälkeen johdetaan analyyttinen tasomalli nipilliselle kahden
telan systeemille, jonka toisessa telassa on viskoelastinen polymeeripinnoite. Lisäksi
käsitellään työssä sovellettavia numeerisia laskentamenetelmiä.

3.1 Katsaus aiempiin tutkimuksiin

Nipillisten telasysteemien dynamiikan kuvaamiseen käytetään yleisesti viivedifferenti-
aaliyhtälöitä systeemeissä esiintyvien takaisinkytkentämekanismien vuoksi. Viivediffe-
rentiaaliyhtälösysteemin ratkaisemiseksi on tunnettava nykytilan lisäksi systeemin tila
tietyillä edeltävillä ajanhetkillä. Vakionopeudella pyörivien telasysteemien yhteydessä
tyypillisesti esiintyvät viiveyhtälöt ovat muotoa

y′(t) = f(t, y(t), y(t− T1), y(t− T2), . . . , y(t− Tk)), Ti > 0 (i = 1, 2, . . . , k) . (3.1)

Nähdään, että funktion derivaatta on millä tahansa ajanhetkellä t riippuvainen aiem-
mista ajanhetkistä (t − Ti). Erityisesti pyöriviä systeemejä varten perusteellisen ana-
lyysin harmonisesti kuormitetun yhden vapausasteen systeemin viivästetyille itseherät-
teisille värähtelyille ovat esittäneet Yoshitake et al. [19].

Yhden merkittävimmistä polymeeripinnoitteen kuvioitumista ja pinnoitteen aiheutta-
mia itseherätteisiä värähtelyjä nipillisessä kaksitelasysteemissä käsittelevistä tutkimuk-
sista ovat tehneet Sueoka et al. [20]. Julkaisussa paperikoneen puristinteloja kuvaavassa
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keskitettyjen massojen analyyttisessä tasomallissa viskoelastinen pinnoite on mallin-
nettu yksinkertaisella kolmen parametrin mekaanisella mallilla, jonka relaksoitumista
kuvaa yksi aikavakio. Huomattavaa on, että laskennalliset tulokset ovat sopusoinnus-
sa mallia vastaavalla koelaitteella tehtyjen mittausten kanssa. Sueoka et al. ovat so-
veltaneet samaa mallinnusperiaatetta myös tekstiilikoneen värähtelyjen tutkimiseksi
[21]. Sowa et al. ovat hyödyntäneet samankaltaista mallia kehittäessään rakenteelliseen
ratkaisuun perustuvaa stabilointimenetelmää pinnoitetuille nipillisille telasysteemeille
[22]. Jorkama ja von Hertzen ovat mallintaneet paperin rullausta [23, 24] modifioimalla
viitteen [20] mallia. Mallinnetuissa rullauskokoonpanoissa prosessin aikana kasvava pa-
perirulla toimii telasysteemien viskoelastisena komponenttina. Laskennallisista tulok-
sista on tunnistettavissa samoja ilmiöitä, joita rullausprosessissa esiintyy käytännössä.

Yuan on myös tutkinut laaja-alaisesti nipillisiä telakokoonpanoja, joissa viiveilmiöt syn-
tyvät viskoelastisten telapinnoitteiden deformoitumisen tai telapintojen kulumisen seu-
rauksena [25]. Monikappaledynamiikkaan perustuvaa numeerista mallinnusta kahden
telan systeemin värähtelyistä, myös aktiivista vaimennusta soveltaen, sekä analyyttis-
tä kontaktimekaniikkaan perustuvaa tarkempaa nippikontaktin kuvausta ovat tehneet
Järvenpää ja Yuan [26–28]. Hermanski on tutkinut telapinnoitteen deformoitumista ja
itseherätteisiä värähtelyjä paperikoneen kalanterissa [29].

Karhunen on kehittänyt säädettävään dynaamiseen vaimentimeen perustuvan toimi-
van ratkaisun itseherätteisten värähtelyjen eliminoimiseksi paperikoneen liimauspuris-
timessa sekä esitellyt myös muita keinoja värähtelyn vähentämiseksi nipillisissä te-
lasysteemeissä [30, 31]. Dynaamiset vaimentimet ovat olleet erityisen vahvasti esillä
viimeaikaisimmissa julkaisuissa. Matsuzaki et al. ovat tutkineet telapinnan kulumisen
aiheuttamia epästabiileja värähtelyjä teräksen valssauksessa käytettävässä telasystee-
missä [32, 33] ja Ryu et al. ovat tehneet tutkimusta telapinnoitteen aiheuttamista vä-
rähtelyistä rullausprosessisovellutuksessa [34]. Tutkimuksissa systeemeihin lisätyt dy-
naamiset vaimentimet ovat tuottaneet lupaavia tuloksia värähtelyjen stabiloimiseksi.

Kattavia kokeellisia tutkimuksia polymeerien käyttäytymisestä nippiolosuhteissa ovat
tehneet Vuoristo et al. [35–39]. Tutkimuksissa on sovellettu polymeerien käyttäytymi-
sen tarkastelemiseksi mm. Hopkinson split bar –menetelmää [37], jolla saadaan aikaan
lyhytaikaisia kuormituksia, jotka simuloivat nippikuormitusta. Polymeeripinnoitteen
kuormitusajat ovat nipissä yleensä luokkaa 0.2 - 1.0 ms. Lisäksi on tutkittu ympä-
ristöolosuhteiden kuten lämpötilan ja kosteuden vaikutusta polymeerien deformoitu-
miskäyttäytymiseen. Chinn on tehnyt kokeellisia tutkimuksia paperikoneiden kalante-
reiden dynamiikasta ja telapinnoitteiden deformoitumisesta [40]. Lämpökamerakuvilla
Chinn on osoittanut, että lämpötilajakauma telan ulkokehällä on selvästi kytköksissä
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deformaatiokuvion muotoon. Rautiainen et al. ovat myös suorittaneet kokeita nipilli-
sillä telasysteemeillä ja esittäneet erityisesti selkeitä kuvia telapinnoitteisiin syntyvistä
deformaatiokuvioista [41].

3.2 Analyyttinen malli

Muodostetaan seuraavaksi analyyttinen malli nipilliselle kahden telan systeemille, jossa
toinen teloista on pinnoitettu viskoelastisella polymeerillä. Mallia on esitelty jo viit-
teissä [42, 43], mutta nyt käsiteltävä kuvaus on näitä yksityiskohtaisempi ja yhtenäi-
sempi. Mallin keskeisimmät erot yllä mainittuihin aiempiin tutkimuksiin nähden ovat
polymeeripinnoitteen mallintaminen lineaarisen standardiaineen mallin mukaisesti se-
kä pinnoitteen viskoosiin muistiin jäävien deformaatioiden ja niiden kumuloitumisen
huomioon ottaminen uudella tavalla.

Kuvassa 3.1 on esitetty kolmen vapausasteen jousi-massa-vaimennin –malli kahdelle
telalle ja ylemmän telan viskoelastiselle polymeeripinnoitteelle. Telojen massat ovat m
ja M , ja pinnoite on massaton. Telojen pystysuuntaiset translaatiovapausasteet ovat
x ja X. Telojen tuentojen jäykkyyttä ja vaimennusta kuvaavat jousivakiot k ja K

sekä viskoosit vaimennusvakiot c ja C. Lineaarisen standardiaineen mukaisen visko-
elastisen pinnoite-elementin parametrit ovat jousivakiot k∞ ja k1 sekä vaimennusvakio
c1. Elementin sisäinen vapausaste z kuvaa jousen pään siirtymää Maxwell-elementin
vaimentimessa. Telojen kosketus nipissä oletetaan pistemäiseksi.

Kuva 3.1: Analyyttinen malli kahdelle telalle ja ylätelan polymeeripinnoitteelle. Telat
on mallinnettu jäykkinä kappaleina ja pinnoite lineaarisen standardiaineen mukaisesti.
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Todetaan, että ylätelan pinnoitteen viskoosi deformaatio (siirtymä) on

∆l(t) = x(t)− z(t) . (3.2)

Käsiteltävässä mallissa deformaatioiden syntyyn vaikuttaa ainoastaan nippivoima. Kun
kuvan 3.1 suurennettu pinnoite-elementti kuvitellaan kiinnitetyksi ylätelaan nipin ul-
kopuolella, saadaan elementille sen voimatasapainon perusteella yhtälöparik∞x+ c1(ẋ− ż) = 0

k1z − c1(ẋ− ż) = 0
, (3.3)

josta saadaan viskoosille deformaatiolle nipin ulkopuolella

∆l(t) = eA(t−t0)∆l(t0) . (3.4)

Tässä ∆l(t0) on viskoosi deformaatio heti nipin jälkeen ja palautumiskerroin kyseiselle
deformaatiolle on

A = − k∞
k∞ + k1

1

τ1
, (3.5)

missä τ1 = c1/k1 on polymeeripinnoitteen relaksaatioaika. Nyt voidaan todeta, että
hetkellä t nippiin tulee pinnoite-elementti, jossa on muistissa kierrosta aiemmin nipissä
syntyneen viskoosin deformaation palautumaton jäännösdeformaatio

∆l(t−) = eAT1
[
x(t− T1)− z(t− T1)

]
, (3.6)

missä T1 on ylätelan viimeiseen kierrokseen kulunut aika. Kun elementti tulee nip-
pikontaktiin, siihen alkaa vaikuttaa nippivoima. Tällöin syntyvä viskoosi deformaatio
lisätään jo olemassa olevaan jäännösdeformaatioon, joten viskoosi kokonaisdeformaatio
voidaan jakaa kahteen osaan

∆l(t+) = x(t)− z(t)︸ ︷︷ ︸
nykyinen kierros

+ ∆l(t−)︸ ︷︷ ︸
edellinen kierros

. (3.7)

Yleistämällä tämä superponointiperiaate nähdään, että pinnoite-elementin tullessa nip-
piin sen jäännösdeformaatio on kaikkien edeltävien kierrosten kontribuutioiden summa
eli

∆l(t−) =
N∑
k=1

eATk
[
x(t− Tk)− z(t− Tk)

]
, (3.8)

missä N on kokonaisten pyörähdyskierrosten määrä hetkellä t ja Tk on k:hon edeltävään
kierrokseen kulunut aika. On huomattava, että jokaisen kierroksen deformaatiot palau-
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tuvat koko ajan. Havainnollisemmin deformaatioiden kumuloituminen voidaan esittää
seuraavalla tavalla: Oletetaan, että pinnoite on kiinnitetty ylempään telaan ainoastaan
nipissä ja syötetään nippiin itseasiassa äärettömän pitkänä nauhana. Tällöin eri pyö-
rähdyskierroksilla syntyneet deformaatiot tulee koota koko nauhan matkalta kokonais-
deformaation muodostamiseksi. Yhteenvetona voidaan todeta, että yhtälöiden (3.7) ja
(3.8) käyttö on seurausta mallin yksiulotteisuudesta ja muistuttaa ilmiasultaan vah-
vasti Boltzmannin superpositioperiaatetta. Systeemin täydelliset liikeyhtälöt voidaan
nyt kirjoittaa matriisimuodossa

MẌ(t) + CẊ(t) + KX(t) = K
N∑
k=1

eATkX(t− Tk) , (3.9)

joka aukikirjoitettuna onm 0 0

0 0 0

0 0 M



ẍ

z̈

Ẍ

+

c+ c1 −c1 0

−c1 c1 0

0 0 C



ẋ

ż

Ẋ

+

k + k∞ 0 −k∞
0 k1 −k1
−k∞ −k1 k1 + k∞ +K



x

z

X



= k1

 1 −1 0

0 0 0

−1 1 0

 N∑
k=1

eATk


x(t− Tk)
z(t− Tk)

0

 . (3.10)

Pinnoite-elementin tullessa nippiin Maxwell-elementin vaimennin oletetaan täysin jäy-
käksi, koska se ei ehdi reagoida muutoksiin pistemäisessä nipissä. Näin ollen systeemiä
ajava voima välittyy painemaisena iskuna Maxwell-elementin jousen kautta molem-
piin teloihin yhtälön (3.10) mukaisesti. Mikäli systeemi pyörii vakionopeudella, pysyy
ylätelan yhteen kierrokseen kuluva aika T vakiona, jolloin Tk = kT .

3.2.1 Stabiilisuusanalyysi ja kompleksiset ominaismuodot

Vakionopeudella pyörivän telasysteemin stabiilisuutta voidaan tutkia Laplace-muun-
tamalla yhtälö (3.10) aikatasosta t kompleksiseen s-tasoon ja tarkastelemalla systee-
min karakteristisen yhtälön juuria. Kun alkuehdot asetetaan nolliksi, saadaan yhtälön
(3.10) Laplace-muunnokseksims

2 + (c+ c1)s+ k + k∞ − k1α −c1s+ k1α −k∞
−c1s c1s+ k1 −k1

−k∞ + k1α −k1(1 + α) Ms2 + Cs+ k1 + k∞ +K



x̂

ẑ

X̂


= 0, (3.11)
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missä

α =
N∑
k=1

ekAT e−ksT . (3.12)

Systeemin karakteristinen yhtälö on

detA = 0 , (3.13)

missä A on yhtälön (3.11) kerroinmatriisi. Kompleksiarvoiset juuret si = αi + jβi

voidaan ratkaista yhtälöstä (3.13). Systeemi on stabiili, mikäli karakteristisen yhtä-
lön kaikkien juurten reaaliosat ovat negatiivisia, ja epästabiili jos yksikin reaaliosa on
positiivinen. Juurten reaaliosista voidaan päätellä ainoastaan, miten systeemi käyt-
täytyy pitkällä aikavälillä. Mitä suurempi positiivinen reaaliosa on, sitä voimakkaam-
min ylätelan pinnoitteen deformaatiot ja systeemin itseherätteiset värähtelyt kasvavat.
Viivedifferentiaaliyhtälöillä kuvattavien systeemien karakteristisilla yhtälöillä on aina
ääretön määrä juuria niiden transsendentaalisten eksponenttifunktioiden vuoksi (kts.
yhtälö (3.12)), joiden arvoja ei voida esittää äärellisinä sarjoina. Nyt kunkin ratkaistun
juuren imaginaariosalle voidaan kirjoittaa

Im[si] = 2πNif , (3.14)

missä Ni on pinnoitteen monikulmioluku ja f on ylätelan pyörimistaajuus. Monikul-
mioluku antaa oleellista tietoa pinnoitteen deformaatiokuviosta, joka on kytkeytynyt
ilmeisellä tavalla systeemin värähtelytaajuuteen – pinnoitekuvion muoto määräytyy
sen perusteella, kuinka monta ylätelan värähtelyjaksoa yhteen ylätelan pyörähdysjak-
soon T mahtuu. Vaikka systeemissä on ääretön määrä kuvatunlaisia monikulmiojuuria,
voidaan tutkimukset rajoittaa koskemaan ainoastaan niitä juuria, jotka vastaavat to-
dellisissa nipillisissä telasysteemeissä esiintyviä pinnoitettujen telojen deformaatiomuo-
toja. Sijoittamalla ratkaistut juuret takaisin yhtälöön (3.11) voidaan määrittää systee-
min kompleksiset ominaismuodot kutakin monikulmiojuurta vastaten. Kompleksisista
ominaismuodoista voidaan laskea telasysteemin vapausasteiden (suhteelliset) värähte-
lyamplitudit ja vaihekulmat yhtälöistä∣∣∣X̂ ∣∣∣ =

√
Re[X̂ ]2 + Im[X̂ ]2 , (3.15)

arg(X̂ ) = arctan
Im[X̂ ]

Re[X̂ ]
, (3.16)
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missä X̂ = x̂, ẑ, X̂. Edelleen, systeemille on mahdollista muodostaa stationaaritilan
ratkaisuja muodossa

x

z

X


i

(t) =


x̂

ẑ

X̂


i

esit tai xi(t) = x̂ie
sit , (3.17)

missä si on karakteristisen yhtälön juuri ja x̂i vastaava ominaismuoto. Maxwell-elemen-
tin voimatasapainoon perustuen voidaan ominaismuodolle i johtaa helposti relaatio

(x̂− ẑ)i =
1√

(1 + αiτ1)2 + β2
i τ

2
1

(x̂− X̂)i e
−jφi (3.18)

viskoosin siirtymän (x̂− ẑ)i ja nippiraon (x̂− X̂)i välille. Erityisesti huomionarvoinen
suure on näiden kahden välinen vaihe-ero φi, joka voidaan laskea kaavasta

tanφi =
βiτ1

1 + αiτ1
. (3.19)

Voidaan myös osoittaa, että ominaismuodolle i jäännösdeformaation ∆l kompleksio-
soitin on

∆l̂i =
N∑
k=1

ekAT e−ksiT (x̂− ẑ)i . (3.20)

Näin ollen myös jäännösdeformaation amplitudi ja vaihekulma voidaan laskea.

Poistamalla systeemistä muisti-ilmiö (T → ∞) tulee karakteristisestä yhtälöstä poly-
nomi, koska yhtälö (3.12) yksinkertaistuu muotoon α = 0. Tämän karakteristisen yh-
tälön kompleksisista juurista saadaan Inmanin mukaan [44] pyörimättömän systeemin
suhteelliset vaimennusvakiot ja ominaistaajuudet yhtälöistä (nyt i = 1, 2)

ζi = − Re[si]√
Re[si]2 + Im[si]2

, (3.21)

fn,i =

√
Re[si]2 + Im[si]2

2π
. (3.22)

Vaihtoehtoisesti, vaimentamattomat ominaiskulmataajuudet voidaan laskea yhtälöstä

det

([
k + k∞ + k1 −k∞ − k1
−k∞ − k1 K + k1 + k∞

]
− ω2

[
m 0

0 M

])
= 0 , (3.23)

mikä vastaa pinnoitteen vaimentimen jäykistämistä eli tilannetta c1 → ∞. Yhtälön
(3.23) kaltaista menettelyä käytetään usein yksinkertaisissa analyyseissä.

32



3.2.2 Muuttujan vaihtaminen liikeyhtälössä

Numeerista integrointia varten suoritetaan muuttujanvaihto yhtälössä (3.9). Olkoon te-
lan pyörimiskulma θ = θ(t) annettu funktio. Pyörimiskulman yhtälö voidaan kääntää
eli voidaan ratkaista aika t pyörimiskulman θ funktiona eli t = t(θ) ja tämän jälkeen
voidaan myös kulmanopeus ω̃ = θ̇(t) ja kulmakiihtyvyys α̃ = θ̈(t) lausua pyörimiskul-
man funktioina eli ω̃ = ω̃(θ) ja α̃ = α̃(θ). Suorittamalla yhtälössä (3.9) riippumattoman
muuttujan vaihto ajasta t telan pyörimiskulmaan θ, saadaan tulokseksi

ω̃2(θ)MX′′(θ) +
(
α̃(θ)M + ω̃(θ)C

)
X′(θ) + KX(θ) = K

N∑
k=1

ak(θ)X(θ − 2πk) . (3.24)

Tässä on ak(θ) ≡ eATk(t(θ)) ja X(θ) ≡ X(t(θ)) ja pilkku tarkoittaa derivointia pyörimis-
kulman θ suhteen. Suure Tk(t(θ)) on hetkeä t edeltävään viimeisimpään k kierrokseen
kulunut aika. Mikäli kulmakiihtyvyyttä ei ole (α̃(θ) = 0), pyörimiskulmataajuus ω̃(θ)

on vakio, jolloin yhtälö (3.24) voidaan kirjoittaa muotoon

ω̃2MX′′(θ) + ω̃CX′(θ) + KX(θ) = K
N∑
k=1

akX(θ − 2πk) , (3.25)

missä ak = ekAT ja T = 2π/ω̃. Pyörimiskulman funktiona lasketut tulokset voidaan
palauttaa helposti aikatasoon. Telan pyörimiskulman käyttö riippumattomana muut-
tujana on erityisen edullista tapauksissa, joissa systeemillä on kulmakiihtyvyyttä, sillä
viivetermin muodostaminen ei ole juuri sen monimutkaisempaa kuin vakionopeuden
tapauksissa (kts. yhtälöiden (3.24) ja (3.25) oikeat puolet).

3.3 Numeerinen analyysi

Tässä työssä systeemin karakteristisen yhtälön (3.13) juuret ratkaistaan käyttämällä
Müllerin menetelmää [45]. Kyseinen iteratiivinen menetelmä on sekanttimenetelmän
yleistys, joka käyttää neliöllistä interpolointia lineaarisen sijasta. Müllerin menetel-
mä ei vaadi derivaattojen laskemista ja pystyy käsittelemään myös kompleksiarvoisia
juuria sillä edellytyksellä, että iteroinnin alkuarvaukset ovat kompleksisia. Laskentasil-
mukka juurten ratkaisemiseksi on ohjelmoitu valmiin Müllerin menetelmän MATLAB-
implementoinnin ympärille [46]. Silmukka mahdollistaa useamman juuren ratkaisemi-
sen yhdessä ajossa juurten eliminoinnin avulla. Laskut suoritetaan MATLAB 7.7 –
ohjelmistolla.
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Viivedifferentiaaliyhtälöt (3.24) ja (3.25) muunnetaan numeerista integrointia varten
tilamuuttujaesitykseen. Yhtälöt integroidaan käyttämällä MATLAB 7.7 –ohjelmiston
ode45 -ratkaisijaa, jonka toiminta perustuu 4. ja 5. kertaluvun Runge-Kutta menetel-
miin. Jokaisen integrointiaskeleen jälkeen ratkaisija kutsuu omaa output-funktiotaan,
jossa askeleen integrointitulokset tallennetaan vektoreiksi. Yhtälöiden viivetermit luo-
daan integroinnin aikana lukemalla näitä tulosvektoreita. Laskentarutiini on askelmene-
telmän (method of steps) [47] sovellus. Myös muita ode-ratkaisijoita kuin ode45 voidaan
käyttää laskennassa, koska liki kaikkien ratkaisijoiden output-funktioiden toimintaperi-
aate on samanlainen MATLAB-ohjelmistossa. Näin ollen, mikäli viivedifferentiaaliyhtä-
löt ovat jäykkiä telasysteemin parametrien vuoksi, voidaan käyttää ode15s-ratkaisijaa.
Vaihtoehtoisesti askelmenetelmän asemesta voitaisiin käyttää tunnettuja viivedifferen-
tiaaliyhtälöille tarkoitettuja yleispäteviä ratkaisijoita dde23 tai ddesd, mutta näitä ei
ole optimoitu nyt tutkittavaa tapausta varten, jonka vuoksi edellä kuvattu askelme-
netelmän sovellus on numeerisessa laskennassa huomattavasti nopeampi. Integroinnin
yhteydessä käytetään nopeaa Fourier-muunnosta (Fast Fourier Transform, FFT ) tu-
losten tutkimiseksi taajuustasossa.
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Luku 4

DMTA-mittaukset ja telakoelaite

Työn kokeellisessa osuudessa tutkitaan kahden viskoelastisen telapinnoitepolymeerin
mekaanisia ominaisuuksia DMTA-mittauksin. Lisäksi käsitellään analyyttistä mallia
vastaavaa koelaitetta, jonka telojen mekaaniset parametrit on määritetty laskuja var-
ten kokeellisen moodianalyysin ja elementtimenetelmän avulla. Analyyttisen mallin po-
lymeeripinnoitteen parametrit määritetään laskuja varten DMTA-mittausten ja koe-
laitteella tehdyn värähtelymittauksen perusteella.

4.1 DMTA-mittaukset

Ensimmäiselle testipolymeerille, pinnoite 1, DMTA-mittaus tehtiin kolmipistetaivutuk-
sessa. Toiselle polymeerille, pinnoite 2, vastaavat mittaukset tehtiin vetokokeena. Pin-
noitteen 1 koekappaleen mittauslämpötilat olivat 40oC, 50oC,. . . , 200oC ja pinnoitteen
2 tapauksessa lämpötilat olivat 25oC sekä 40oC, 60oC, . . . , 140oC. Kussakin mittausläm-
pötilassa kuormitustaajuus nostettiin arvosta 0.1 Hz arvoon 100 Hz (628 rad/s) siten,
että jokaisella dekadilla (0.1–1 Hz, 1–10 Hz, 10–100 Hz) oli kymmenen mittauspistettä.
Rajoitutaan tutkimaan nyt ainoastaan testipolymeerien varastomoduuleja.

Kuvassa 4.1 on esitetty testipolymeerien eri lämpötiloissa mitatut varastomoduulit
kuormitustaajuuden funktiona. Pinnoitteen 1 tuloksista nähdään, että varastomoduuli
laskee lämpötilan noustessa eli polymeeri menettää jäykkyyttään. Alhaisissa mittaus-
lämpötiloissa moduuliarvot ovat selvästi polymeerin lasialueella. Lämpötilassa 40oC
kuormitustaajuudella 1 rad/s materiaalin varastomoduuli on 109.6 Pa ≈ 4 GPa. Läm-
pötilassa 150oC ollaan alhaisilla taajuuksilla jo selvästi lasiirtymäalueella, esimerkiksi
taajuudella 1 rad/s moduuli on 0.8 GPa. Erityisen selvää nyt on myös, että kuormi-
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tustaajuuden kasvattaminen jäykistää materiaalia. Lämpötilassa 180oC ollaan kumia-
lueella ja varastomoduuli kuormitustaajuudella 1 rad/s on enää 0.1 GPa. Pinnoitteella
2 varastomoduuliarvot ovat jokaisessa mittauslämpötilassa kumialueella. Lämpötilassa
25oC kuormitustaajuudella 1 rad/s moduuli on 0.9 MPa. Varastomoduuli kasvaa taa-
juuden noustessa. Kuormitustaajuudella 314 rad/s (50 Hz) moduuliarvoissa tapahtuu
äkillinen nousu, joka johtuu mahdollisesti koekappalekonfiguraation häiritsevästä reso-
nanssista. Tällöin kuormittavan voiman taajuus on yhtä suuri kuin koekappaleen ja
sen tuennan muodostaman systeemin ominaistaajuus.

Taajuus log ω [rad/s]

V
ar
as
to
m
o
d
u
u
li
lo
g
E

′
[P
a]

Pinnoite 1

0 1 2 3
7.8

8

8.2

8.4

8.6

8.8

9

9.2

9.4

9.6

9.8
Pinnoite 2

0 1 2 3
5.6

5.7

5.8

5.9

6

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

190oC

180oC

40oC

200oC 140oC

120oC

40oC

25oC

170oC

160oC

150oC

Kuva 4.1: Testipolymeerien eri lämpötilojen varastomoduulit kuormitustaajuuden
funktiona. Molemmissa kuvissa muutaman lämpötilan mittauspisteet on merkitty mo-
duulikäyriin kolmioilla. Pinnoitteen 1 tapauksessa mittaus sisältää polymeerin lasi-,
lasisiirtymä- ja kumialueen. Pinnoitteen 2 lasisiirtymälämpötila Tg on huomattavasti
0oC alapuolella, joten tuloksissa on nähtävissä ainoastaan kumialuetta. Huomaa kym-
menkantaiset logaritmiset asteikot.

Kuvassa 4.2 on esitetty pinnoitteiden varastomoduuleille yhtälön (2.16) mukaisesti sil-
mämääräisellä vaakasiirrolla muodostetut master-käyrät. Referenssilämpötilana T0 käy-
tettiin lämpötilaa 80oC eli muiden lämpötilojen moduulikäyrät redusoitiin tähän läm-
pötilaan. Pinnoitteelle 2 tehtiin myös kumimaisen komponentin pystysiirto log(T0/T ),
koska master-käyrän muodostaminen ei onnistunut ilman siirtoa. Toisin kuin viitteissä
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[12, 13] väitetään, siirto voidaan todeta tarpeelliseksi kumialueella ainakin testatun po-
lymeerin tapauksessa. Pystysiirron merkitys tulee esille vasta vaakasiirron yhteydessä,
kuvan 4.1 dataan tehtynä pystysiirtoa ei juuri edes erota. Mikäli pystysiirto tehdään
pinnoitteen 1 tapauksessa kumi- ja lasisiirtymäalueilla, näiden alueiden käyrät eivät
enää istu hyvin yhteen lasialueen moduulikäyrien kanssa. Tämän vuoksi pystysiirtoa
ei tehty pinnoitteen 1 tapauksessa. Pinnoitteen 1 master-käyrästä nähdään, että eril-
listen moduulikäyrien päällekkäisyysehto toteutuu vaakasiirrossa erityisesti lasialueella
referenssikäyrän ympäristössä. Taajuusasteikon laidoilla käyrien välille ei synny kun-
nollista päällekkäisyyttä, mutta kuvasta on hahmotettavissa, että osa käyristä kuuluu
selkeästi samaan master-käyrään.
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Kuva 4.2: Testipolymeerien varastomoduulien master-käyrät referenssilämpötilassa
T0 = 80oC. Muut kuvaan merkityt lämpötilat viittaavat alkuperäisiin lämpötiloihin.
Muutaman yksittäisen moduulikäyrän mittauspisteet on merkitty käyriin pisteillä.

Kuvasta nähdään myös, että erityisesti alunperin korkeampien lämpötilojen käyrien
suurten kuormitustaajuuksien moduuliarvot poikkeavat selvästi varsinaisilta master-
käyriltä, jolloin master-käyriin muodostuu "suksenkärkiä". Poistamalla poikkeamat
muodostetuista master-käyristä saadaan kuvan 4.3 siistityt käyrät.
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Taajuus log ω [rad/s]
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Kuva 4.3: Testipolymeerien varastomoduulien siistityt master-käyrät referenssilämpö-
tilassa T0 = 80oC. Pinnoitteen 2 kuvan yhteydessä olevassa ikkunassa on hahmoteltu
kvalitatiivisesti, miltä pinnoitteeseen 1 vertailtavissa oleva laajemman taajuusskaalan
master-käyrä näyttäisi.

Kuvassa 4.3 ja myös jatkossa pinnoitteen 1 ylimpien lämpötilojen 190oC ja 200oC mo-
duulikäyrät on jätetty pois, koska ne eivät sovi yhteen master-käyrän kanssa. Korkeissa
lämpötiloissa mittausproseduuri ei ole enää stabiili polymeerin virtausominaisuuksien
vahvistuessa. Pinnoitteen 2 tapauksessa lämpötilan 140oC moduulikäyrä on jätetty pois
samasta syystä. Erityisen huomattavaa kuvassa 4.3 on, että pinnoitteen 1 varastomo-
duulin taajuusskaala on valtavan laaja kulkien välillä 10−17 − 1011 rad/s. Todellisessa
käyttötilanteessa pinnoitteen 1 kuormitustaajuudet ovat sellaisia, että moduuliarvot
ovat aina lasialueella.

Kuvassa 4.4 on esitetty polymeerien master-käyrien muodostamisessa käytetyt vaaka-
siirtotekijät aT lämpötilan funktiona. Pinnoitteen 1 tapauksessa nähdään, että jos pin-
noitteen lämpötila putoaa arvosta 80oC arvoon 70oC, saadaan yhtälöstä (2.14) vastaa-
vien relaksaatioaikojen välille kirjoitettua τp(70oC) ≡ 101.2τp(80oC), mikä tarkoittaa,
että polymeerin relaksaatioprosessit hidastuvat 101.2 ≈ 16-kertaisesti kyseisessä lämpö-
tilamuutoksessa. Vaakasiirtotekijän suuruus saattaa muuttua hyvinkin paljon lämpö-
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tilojen välillä. Jos pinnoitteen 1 lämpötila nousee arvosta 50oC arvoon 60oC, relaksaa-
tioprosessit nopeutuvat 350-kertaisesti. Esimerkiksi soft-kalanterin telan polymeeripin-
noitteen deformaatioiden palautumista voidaan siis nopeuttaa lämmittämällä pinnoi-
tetta. Todellisessa käyttötilanteessa pinnoitteen lämpötilojen suurempi edestakainen
vaihtelu yhden pyörimiskierroksen aikana on kuitenkin mahdotonta. Mutta esimerkik-
si deformoitumisen vuoksi huollettavan telan polymeeripinnoite voidaan päästää kor-
keassa lämpötilassa muodonmuutosten relaksoitumisen nopeuttamiseksi olettaen, että
deformaatiot eivät ole plastisia.
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Kuva 4.4: Polymeeripinnoitteiden master-käyrien muodostamisessa käytetyt vaakasiir-
totekijät aT lämpötilan funktiona. Pinnoitteen 1 tapauksessa aT on jaettu kolmeen
erilliseen alueeseen (kts. kuva 4.5).

Kun pinnoitteen 1 tapauksessa vaakasiirtotekijää aT käsiteltäessä yhtälön (2.19) vasen
puoli piirretään suureen T −T0 funktiona, saadaan kuvan 4.5 esitys. Kuvassa on kolme
lievästi kaareilevaa suoraa yhden sijasta, joten tiedetään, että polymeerissä molekyylien
liike pitää jakaa ainakin kolmeen eri luokkaan. Kukin suora sijoittuu tietylle lämpötila-
alueelle. Näin ollen kullakin alueella yksi luokka on dominoiva (pyrkii aiheuttamaan
suoran) ja muut luokat vaikuttavat taustalla (kaareilu). Vasemmanpuolimmaisen ja
keskimmäisen suoran luokkien vaikutusalue on polymeerin lasialueella, oikeassa lai-
dassa olevan suoran lasisiirtymä- ja kumialueella. Vaakasiirtotekijä aT voidaan laskea
likimääräisesti jokaisen suoran alueella vastaavasta WLF-yhtälöstä (2.18).
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Kuva 4.5: Yhtälön (2.19) perusteella piirretyt suorat. Molekyylien liike jakautuu poly-
meerissä ainakin kolmeen luokkaan kuvan kolmen erillisen alueen perusteella.

4.2 Yleistetyn lineaarisen standardiaineen sovitus

Pinnoitteelle 1 muodostettuun master-käyrään voidaan sovittaa kappaleessa 2.7 käsi-
telty yleistetyn lineaarisen standardiaineen malli. Sovituksesta saadaan selville poly-
meerin mekaaniset parametrit sekä approksimaatio sen relaksaatiospektrille. Kuvan 4.3
pinnoitteen 1 master-käyrää muokattiin sovitusta varten interpoloimalla eli tunnettujen
mittausdatapisteiden välille luotiin lisää pisteitä. Interpoloinnissa käytettiin Matlabin
interp1 -funktion kuutiollista splini-interpolaatiota. Tämä tarkoittaa, että mittausda-
tapisteiden välille luotiin kolmannen asteen polynomeja, jotka yhdessä muodostavat
paloittain jatkuvan funktion. Kuvassa 4.6 on esitetty interpoloinnin lopputuloksena
kuormitustaajuusvälille ω = 10−17 − 1010 rad/s saatu sileä yhtenäinen vihreä käyrä,
johon mallin sovitus onnistuu paremmin kuin varsinaiseen katkonaiseen mittausdataan.

Kuvassa 4.6 interpoloituun käyrään on sovitettu lineaarisen standardiaineen varasto-
moduuli (kts. yhtälö (2.20)). Maxwell-elementin relaksaatioajaksi valittiin τ1 = 1010

s, joten moduulit E∞ ja E1 olivat sovitusparametrejä. Sovituksessa käytettiin Matla-
bin lsqcurvefit-funktiota, joka perustuu pienimmän neliösumman menetelmään, jossa
minimoidaan sovitteen ja mittausdatan pisteiden erotuksen neliöiden summaa mah-
dollisimman hyvän sovitteen saamiseksi. Tulokseksi saatiin arvot E∞ = 0.13 GPa ja
E1 = 2.83 GPa.
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Kuva 4.6: Interpoloitu master-käyrä ja lineaarisen standardiaineen mallin mukainen
sovitus. Punainen käyrä kuvaa alkuperäisen mittausdatan master-käyrää, vihreä käyrä
on interpoloitu master-käyrä ja sininen käyrä on lineaarisen standardiaineen pienimmän
neliösumman sovite.

Todetaan, että moduuli E∞ kuvaa varastomoduulin arvoa master-käyrän kumialueel-
la ja moduuli E1 kuvaa sovitteessa tapahtuvaa nousua lasisiirtymäalueella. Moduulien
summaa E∞ + E1 kutsutaan lasimoduuliksi. Taajuusasteikolla sovitteen nousun kes-
kikohta on kuormitustaajuudella ω = 1/τ1 = 10−10 rad/s. On ilmeistä, että yhdellä
Maxwell-elementillä ei saada kovin hyvää sovitusta aikaiseksi. Ideaalisesti polymeerin
relaksoitumista tulisi kuvata jatkuvalla relaksaatiospektrillä yhtälön (2.24) mukaisesti.

Kuvassa 4.7 on esitetty tulokset kolmesta yleistetyn lineaarisen standardiaineen pie-
nimmän neliösumman sovituksesta käyttäen 7, 14 ja 28 Maxwell-elementtiä. Näiden
sovitteiden avulla materiaalin kuvaukseen saadaan sekä nopeasti että hitaasti relaksoi-
tuvia Maxwell-elementtejä ja näin voidaan hahmotella polymeerin jatkuvan relaksaa-
tiospektrin muotoa. Sovituksissa Maxwell-elementtien relaksaatioajat on jaettu tasa-
välein taajuusasteikolle. Seitsemän elementin sovituksessa kahden elementin väli taa-
juusasteikolla on neljä dekadia, 14 elementillä väli on 2 dekadia ja 28 elementillä 1
dekadi. Sovituksista nähdään, että 14 ja 28 elementillä saadaan jo melko hyvin master-
käyrään istuvat sovitteet. Silmämääräisesti tarkasteltuna sovitusvirhettä syntyy eniten
lasisiirtymäalueella.
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Kuva 4.7: Yleistetyn lineaarisen standardiaineen sovitus interpoloituun master-käyrään
(vihreä). Sovituksissa käytetyt Maxwell-elementtien määrät ovat 7, 14 ja 28.

Lähempää tarkastelua varten kuvassa 4.8 on esitetty suhteelliset sovitusvirheet taajuu-
den funktiona. Virhe määritellään sovituspisteissä yhtälöllä

Suhteellinen virhe =
Absoluuttinen virhe

Mittauksista saadut moduuliarvot
,

missä

Absoluuttinen virhe = |Mittauksista saadut moduuliarvot− Sovitteen moduuliarvot| .

Virheistä nähdään, että suurimmat sovitusvirheet sijaitsevat todellakin lasisiirtymä-
alueella. Käyttämällä seitsemää elementtiä ei saada vielä kunnollista sovitetta. Ku-
van ulkopuolinen seitsemän elementin sovitteen suurin virhehuippu nousee 120 % asti.
Vielä 14 elementilläkin lasisiirtymäalueella syntyy 10-20 % virheitä. Sen sijaan käyttä-
mällä sovituksessa 28 elementtiä, jolloin elementit sijaitsevat taajuusasteikolla dekadin
välein, saadaan hyvä sovite, jossa virheet ovat siirtymäalueellakin vain muutaman pro-
sentin luokkaa ja kumialueella sekä etenkin lasialueella alle prosentin suuruisia. Myös
14 elementin sovitus antaa lasialueella hyvän tuloksen. Virheiden minimit sijaitsevat
kohdissa, joissa sovitekäyrä leikkaa master-käyrän.
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Kuva 4.8: Yleistetyn lineaarisen standardiaineen suhteelliset sovitusvirheet 7, 14 ja 28
Maxwell-elementin tapauksissa.

Kuvassa 4.9 on esitetty graafisesti 28 elementin sovituksessa käytetyt relaksaatioajat
τi sekä sovituksesta saadut Maxwell-elementtien moduulit Ei. Parametrit on esitetty
myös taulukossa 4.1. Kuva vastaa yhtälön (2.34) tapausta log a = 1, joten sininen käyrä
kuvassa esittää approksimaatiota jatkuvalle relaksaatiospektrille F (τ). Kuvassa 4.10 on
esitetty relaksaatiospektriapproksimaatiot 7, 14 ja 28 Maxwell-elementin tapauksessa
välille τ = 100 − 1012 (log a = 4, 2, 1). Kuvasta nähdään kuinka elementtejä lisätessä
spektrikäyrä suppenee kohti lopullista käyrää.
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Kuva 4.9: Yleistetyn lineaarisen standardiaineen Maxwell-elementtien parametrit 28
elementin tapauksessa. Sininen käyrä kuvaa approksimaatiota jatkuvalle relaksaatios-
pektrille (yhtälö (2.34), log a = 1).
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Kuva 4.10: Relaksaatiospektriapproksimaatiot Maxwell-elementtimäärillä 7, 14, 28, jol-
loin yhtälössä (2.34) log a = 4, 2, 1. Elementtejä lisäämällä spektri lähestyy lopullisia
arvoja.
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Taulukko 4.1: Maxwell-elementtien parametrit τi ja Ei 28 elementin pienimmän neliö-
summan sovituksessa. Sovituksesta saatiin moduulille E∞ = 7.8 MPa.

i τi [s] Ei [MPa] i τi [s] Ei [MPa]
1 1017 5.770 15 103 148.7
2 1016 8.100 16 102 144.1
3 1015 10.55 17 101 129.7
4 1014 31.78 18 100 139.6
5 1013 51.58 19 10−1 128.3
6 1012 105.9 20 10−2 120.0
7 1011 261.6 21 10−3 115.7
8 1010 325.5 22 10−4 102.5
9 109 372.6 23 10−5 102.4
10 108 362.6 24 10−6 80.97
11 107 286.8 25 10−7 91.96
12 106 233.4 26 10−8 87.97
13 105 188.1 27 10−9 67.01
14 104 143.3 28 10−10 40.50

4.3 Telakoelaite

Tarkastellaan seuraavaksi Metson erityisesti pinnoitettujen telojen ja niiden aiheut-
tamien värähtelyjen tutkimista varten rakentamaa nipillistä kahden telan koelaitetta,
joka voidaan mallintaa kuvan 3.1 analyyttisen mallin mukaisesti. Laitteen polymeeri-
pinnoitetun ylätelan värähtelykäyttäytymistä tutkitaan sen akselille asennetulla kiih-
tyvyysanturilla. Alempi tela on teräksinen termotela, jonka pintalämpötilaa voidaan
säädellä käyttötilanteessa. Alatela on massiivinen ylätelaan nähden ja tuennaltaankin
huomattavasti jäykempi. Tämän vuoksi telasysteemin mallinnuksessa voitaisiin yksin-
kertaisuutta tavoitellessa tehdä oletus, että ainoastaan ylempi tela värähtelee ja ala-
tela toimii ylätelan jäykkänä alustana. Kahden värähtelevän telan malli vastaa kui-
tenkin paremmin todellisuutta. Koelaitetta voidaan ajaa ylätelan pyörimisnopeuksilla
0–1500 rpm (0–25 Hz). Käyttötilanteessa antureilta tuleva mittausdata kulkee erillisel-
le mittaustietokoneelle, jossa se esitetään reaaliaikaisesti sekä tallennetaan DASYlab-
ohjelmistolla. Mittausdata on jälkikäsiteltävissä esimerkiksi MATLAB-ohjelmistolla.

Metso on määrittänyt koelaitteen kuvan 3.1 analyyttistä mallia vastaavat mekaaniset
parametrit ylätelalle kokeellisella moodianalyysillä ja alatelalle elementtimenetelmällä.
Molemmissa tapauksissa on tavoiteltu telan taajuusvastetta, joka sisältää tiedon telan
massasta sekä sen tuennan vaimennuksesta ja jäykkyydestä. Sovittamalla mitattuun tai
elementtimenetelmällä laskettuun taajuusvasteeseen teoreettinen taajuusvastefunktio
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on saatu määritettyä halutut mekaaniset parametrit. Tarkastellaan seuraavaksi lyhyes-
ti parametrimääritysten tuloksia. Kokeellisesta moodianalyysistä ja taajuusvastefunk-
tioista löytyy kattava esitys viitteestä [44].

Pinnoitettua ylätelaa on käsitelty kokeellisessa moodianalyysissä yhden vapausasteen
vaimennettuna värähtelijänä. Mitattaessa telojen välillä ei ole ollut nippiä. Voima-antu-
roidulla herätevasaralla telaan iskettäessä tela on muuten ollut kiinnitettynä tuentaan-
sa. Kuvassa 4.11 on esitetty telan kiihtyvyyskykyyn (accelerance), kiihtyvyys/iskuvoi-
ma, perustuva mitattu taajuusvaste ja siihen sovitettu taajuusvastefunktio. Kuvassa
on lisäksi esitetty mitatun herätteen (input) sekä telan kiihtyvyyden (output) välinen
vaihe-ero. Kuvista nähdään, että telan ominaistaajuus on 48 Hz, koska systeemi olisi
tällöin harmonisesti kuormitettaessa resonanssissa amplitudimaksimin ja 90 asteen vai-
hesiirron perusteella. Sovituksesta on saatu analyyttistä mallia vastaavat mekaaniset
parametrit m, k ja c. Tulokset on esitetty tarkemmin taulukossa 4.2.

Kuva 4.11: Koelaitteen pinnoitetun telan mitattu taajuusvaste (pun) ja sovitettu taa-
juusvastefunktio (vihr) sekä herätteen ja vasteen vaihe-ero. Telaa on tarkasteltu yhden
vapausasteen vaimennettuna värähtelijänä.

Alemman telan parametrejä ei ole voitu määrittää vastaavalla tavalla, koska telan en-
simmäistä ominaismuotoa on vaikea saada esille moodianalyysillä sen suuren massan
ja tuennan jäykkyyden vuoksi. Telan parametrit on määritetty Metsolla elementtime-
netelmän avulla. Kuvassa 4.12 on esitetty alatelan ja sen rakenteiden muodostaman
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kokonaisuuden elementtimalli sekä sen ensimmäinen taivutusmuoto. Kuvassa 4.13 on
esitetty elementtimallilla määritetty joustoon (siirtymä/voima) perustuva taajuusvaste
ja tähän sovitettu taajuusvastefunktio. Kuvasta nähdään, että ensimmäisen taivutus-
muodon ominaistaajuus on 35 Hz. Mallinnuksessa ja sovituksessa on oletettu suhteel-
lisen vaimennuksen suuruudeksi ζ = C/2

√
KM = 2.5 %. Määritetyt parametrit M , C

ja K on esitetty taulukossa 4.2.

Kuva 4.12: a) Koelaitteen termotelan rakenteen elementtimalli, b) Rakenteen ensim-
mäinen taivutusmuoto.

Kuva 4.13: Koelaitteen termotelan rakenteen elementtimallista laskettu taajuusvaste
ja siihen sovitettu taajuusvastefunktio.
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Taulukko 4.2: Koelaitteen telojen kokeellisesti ja laskennallisesti määritetyt ominais-
taajuudet f1 ja f2 sekä analyyttista mallia vastaavat mekaaniset parametrit (kuva 3.1).

Parametri m c k f1 M C K f2
Arvo 569 8350 51.8 48 5380 65400 265 35

Yksikkö kg Ns/m MN/m Hz kg Ns/m MN/m Hz

4.4 Mallin pinnoitteen parametrien määritys

Telakoelaitteen pinnoitetun telan deformaatiokuvion aiheuttaman epästabiilin väräh-
telyn taajuus on käyttötilanteessa yleensä välillä 180−200 Hz. Taajuuden arvo riippuu
käytettävästä pinnoitteesta ja nippikuorman suuruudesta, joka vaikuttaa nipin dimen-
sioihin ja siten pinnoitteen jäykkyyteen ja koelaitteen ominaistaajuuksiin. Telakoelait-
teen kaltaisten sovellusten yhteydessä deformaatiokuvion aiheuttamaa värähtelyä kut-
sutaan usein barring-värähtelyksi. Kuvassa 4.14 on esitetty koeajon aikana pinnoitetun
telan akselilta mitatusta kiihtyvyyssignaalista laskettu barringia kuvaava reaaliaikai-
nen FFT-muunnos. Telassa ollut pinnoite, pinnoite 3, on ominaisuuksiltaan saman-
tyyppinen kuin yllä tutkittu pinnoite 1. Pinnoitteen 3 lasisiirtymälämpötila on 150oC
yläpuolella, joten esimerkiksi soft-kalanterin normaalissa käyttötilanteessa polymeerin
moduuliarvot ovat lasialueella kuten pinnoitteen 1 tapauksessa.

Kuva 4.14: Pinnoitetun telan akselilta mitatusta kiihtyvyyssignaalista otettu barring-
värähtelyä kuvaava reaaliaikainen FFT-muunnos. Barring-värähtely esiintyy taajuudel-
la 188 Hz.

Pinnoitetun telan pyörimisnopeus on ollut noin 1260 rpm (21 Hz) päällimmäisen eli
viimeisimmän muunnossignaalikäyrän kohdalla. Aivan kuvan taka-alalla pyörimisno-
peudet ovat olleet 20 rpm suurempia eli nopeutta on laskettu ajon aikana. Taajuudella
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188 Hz esiintyvä amplitudipiikki viittaa barring-taajuuteen, jolla pinnoitteen deformaa-
tiokuvio ajaa systeemiä. Värähtelytaajuuden sekä telan pyörimistaajuuden perusteella
voidaan todeta, että pinnoitteen monikulmioluku on nyt 188 Hz / 21 Hz ≈ 9. Lisäksi
tiedetään, että barring liittyy läheisesti systeemin resonanssivärähtelyyn ja systeemi
värähtelee siten, että telat ovat lähes vastakkaisissa vaiheissa. Tilanne vastaa kuvan
3.1 analyyttisen mallin resonanssivärähtelyä systeemin korkeamman ominaistaajuuden
ympäristössä. Kuvassa taajuuksilla 210 Hz ja 167 Hz esiintyvät amplitudit liittyvät
monikulmiolukujen 10 ja 8 aiheuttamiin värähtelyihin. Näiden amplitudipiikkien esiin-
tyminen viittaa siihen, että telasysteemin epästabiilit alueet saattavat olla päällekkäin
eli matemaattisessa mielessä useampi monikulmiojuuri on samanaikaisesti epästabii-
li tietyllä pinnoitetun telan pyörimistaajuudella. Vain yksi juuri on kuitenkin selvästi
dominoiva. Muotojen 10 ja 8 voidaan olettaa olevan dominoivia suunnilleen pyörimis-
taajuuksilla 188 Hz / 10 = 18.8 Hz ja 188 Hz / 8 = 23.5 Hz.

Hyödynnetään värähtelymittauksessa havaittua barring-taajuutta pinnoitteen 1 para-
metrien määrittämiseksi kuvan 3.1 mallilla suoritettavia laskuja varten. Koska mallin
pinnoitteessa on ainoastaan yksi Maxwell-elementti, voidaan pinnoitteen käyttäytymis-
tä mallintaa ainoastaan rajoitetulla kuormitustaajuusalueella, kuten on tehty esimer-
kiksi viitteessä [48]. Keskeinen pinnoite-elementin kuormitustaajuus on nimenomaan
barring-taajuus, joka on noin 1181 rad/s (188 Hz) monikulmiomuodosta riippumat-
ta. Suoritetaan näiden lähtökohtien perusteella seuraavanlainen pinnoitteen paramet-
rien määritys. Asetetaan lineaarisen standardiaineen Maxwell-elementin relaksaatio-
ajan suuruudeksi τ1 = 0.85 ms. Näin pyritään standardiaineen varastomoduulisovi-
tuksessa tilanteeseen, jossa sovitekäyrä leikkaa mitatun varastomoduulin käyrän tela-
systeemin korkeamman ominaistaajuuden (≈ barring-taajuuden) kohdalla, joka tulee
olemaan noin ωn,2 = τ−11 = 1176.5 rad/s (fn,2 = 187.3 Hz). Tällöin telasysteemin vä-
rähdellessä kyseisellä taajuudella pinnoitteen ominaisuudet vastaavat mahdollisimman
hyvin todellisuutta. Jotta käyrien leikkauskohta osuisi taajuudelle ωn,2, pitää moduu-
lit E∞ ja E1 valita siten, että sovitekäyrän nousun keskikohta (E1/2) leikkaa mitatun
varastomoduulin käyrän. Kuvassa 4.15a on esitetty lineaarisen standardiaineen sovi-
tus parametriarvoilla τ1 = 0.85 ms, E∞ = 3.1 GPa ja E1 = 0.5 GPa. Kuvassa 4.15b
on esitetty sovituksen suhteellinen virhe. Nähdään, että elementti toimii melko hyvin
kuormitustaajuusvälillä ω = 1 − 107 rad/s ja etenkin taajuuden 103.06 rad/s (≈ ωn,2)

ympäristössä sovitusvirhe on vähäinen.

Pinnoite-elementin jousivakiot k∞ ja k1 sekä vaimennusvakio c1 saadaan laskettua mo-
duuleista E∞ ja E1 sekä viskositeetista η1 kertomalla jälkimmäiset sellaisella nipin di-
mensioita kuvaavalla vakiolla, että koko systeemin korkeammaksi ominaistaajuudeksi
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Kuva 4.15: a) Lineaarisen standardiaineen pienimmän neliösumman sovitus (sininen),
b) Suhteellinen sovitusvirhe.

tulee fn,2 ≈ 187 Hz, joka vastaa mitattua barring-taajuutta. Näin saadaan kertoi-
mella 0.19855 m arvot k∞ = 615.5 MN/m, k1 = 99.28 MN/m, c1 = 84.38 kNs/m ja
fn,2 = 187.3 Hz (yhtälö (3.22)). Telasysteemin ominaistaajuuksia käsitellään tarkem-
min luvussa 5. Pinnoitteen parametrien arvot on koottu taulukkoon 4.3.

Taulukko 4.3: Pinnoitteen 1 parametrit laskuja varten.

Parametri k∞ k1 c1 τ1
Arvo 615.5 99.28 84.38 0.85

Yksikkö MN/m MN/m kNs/m ms

Vaihtoehtoisesti liki samaan ominaistaajuuteen tulisi päätyä laskemalla pinnoite-ele-
mentin jousivakiot koelaitteen nipissä olevan pinnoitteen osan todellisten dimensioiden
perusteella yhtälöistä

k∞ =
E∞wl

h
, (4.1)

k1 =
E1wl

h
, (4.2)

missä w on nipissä olevan pinnoitteen osan leveys kehäsuunnassa, l pituus aksiaalisuun-
nassa ja h paksuus radiaalisuunnassa (vrt. vetosauvan jousivakio k = EA/L). Tiede-
tään, että koelaitteessa mitat ovat likimain l = 0.20 m ja h = 0.01 m. Jos nipin levey-
deksi approksimoidaan nyt w = 0.01 m, saadaan jousivakioyhtälöistä k∞ = E∞ · 0.2 m
ja k1 = E1 · 0.2 m. Vaimennusvakio voidaan laskea yhtälöstä c1 = k1τ1. Saatu kerroin
0.2 on hyvin lähellä suoraan ominaistaajuuden perusteella saatua kerrointa 0.19855.
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Luku 5

Laskennalliset tulokset

Tässä luvussa käsitellään telasysteemin analyyttisella mallilla ja edellä kuvatuilla nu-
meerisilla menetelmillä suoritettujen laskujen tuloksia. Aluksi tutkitaan lineaarisen
standardiaineen parametrien vaikutusta telasysteemin ominaistaajuuksiin. Stabiilisuus-
analyysin tulokset kertovat systeemin epästabiilisuudesta sekä pinnoitetun telan defor-
maatiokuvion erilaisista muodoista. Liikeyhtälöiden aikaintegrointi tarjoaa tuloksia,
jotka ovat paremmin vertailtavissa todellisista laitteista saataviin mittaustuloksiin.

5.1 Laskentaparametrit, ominaistaajuudet ja suhteel-

liset vaimennusvakiot

Laskuissa käytetään standardiparametreinä taulukoissa 4.2 ja 4.3 esitettyjä vakioita.
Telasysteemin käyttäytymistä tutkitaan ottamalla pinnoitteen viskoosi deformaatio
huomioon ainoastaan edelliseltä kierrokselta, joten systeemin karakteristisessa yhtä-
lössä ja liikeyhtälössä kierrosten määrää kuvaavalle vakiolle asetetaan N = 1. Kuten
edellä esitettiin, lineaarisen standardiaineen mukainen yhden Maxwell-elementin po-
lymeeripinnoite on nyt säädetty vastaamaan polymeerin todellista fysikaalista käyt-
täytymistä tietyllä taajuusalueella. Todellisuudessa mallinnuksessa tulisi käyttää yleis-
tettyä lineaarista standardiainetta eli useita Maxwell-elementtejä polymeerin koko re-
laksaatiospektrin huomioimiseksi. Tällaisessa mallissa oman osansa pinnoitteen defor-
maatioiden käyttäytymiseen tuo Maxwell-elementtien vuorovaikutus. Nyt käsiteltäväs-
tä mallista puuttuvat kokonaan hitaammin relaksoituvat elementit, joten tätä vuoro-
vaikutusta ei ole. On kuitenkin osoitettu, että yhdellä nopeasti relaksoituvalla elemen-
tillä voidaan kuvata systeemin dynamiikkaa, jos vuorovaikutus hitaampien Maxwell-
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elementtien kanssa otetaan huomioon siten, että nopean elementin palautumista hi-
dastetaan nipin ulkopuolella (retarded relaxation). Viitteessä [20] on kokeellisten ha-
vaintojen pohjalta pienennetty deformaation palautumiskerrointa. Vertaamalla numee-
risen stabiilisuusanalyysin tuloksia kokeellisiin tuloksiin on osoitettu, että menetelmä
on pätevä. Hidastettua relaksoitumista on hyödynnetty myös viitteissä [21, 22, 34]. On
kuitenkin huomattava, että hidastetun palautumisen mallit antavat lähinnä yleisluon-
toisen kuvauksen deformaatioiden kehittymiseen ja palautumiseen kuluvasta ajasta.
Tässä työssä viskoosin deformaation palautumiskerroin A jaetaan luvulla 350 palautu-
misen hidastamiseksi ja näin ollen kvalitatiivisen kuvauksen saamiseksi telasysteemin
piirteistä ja erityisesti epästabiilista käyttäytymisestä. Mainittakoon vielä, että lasken-
tamalli ei huomioi polymeeripinnoitteen lämpötilan muutoksia. Jos pinnoite kuitenkin
jäähtyy vähänkin nipin ulkopuolella, niin nipissä syntyneen deformaation palautumi-
nen voi hidastua merkittävästi. Tämä tulisi ottaa huomioon deformaation palautumis-
kerrointa määritettäessä. Lämmönsiirtyminen on yleensä kuitenkin nipin ulkopuolella
hyvin vähäistä suurten pyörimisnopeuksien ja siten lyhyiden jaksonaikojen vuoksi.

Standardiparametreilla laskettaessa saadaan yhtälöstä (3.21) pyörimättömän telasys-
teemin suhteellisiksi vaimennusvakioiksi ζ1 = 0.027 ja ζ2 = 0.043. Koska vaimennusva-
kiot toteuttavat ehdon ζi < 1, systeemin vaimennus on alikriittistä. Yhtälöstä (3.22)
saadaan pyörimättömän systeemin ominaistaajuuksiksi fn,1 = 36.68 Hz ja fn,2 = 187.3

Hz. Yhtälöstä (3.23) laskettuina systeemin ominaistaajuudet ovat 36.69 Hz ja 193.4
Hz. Kuvassa 5.1 on tarkasteltu lähemmin relaksaatioajan τ1 = c1/k1 vakioon c1 perus-
tuvan varioinnin vaikutusta pyörimättömän systeemin yhtälöistä (3.22) ja (3.21) las-
kettuihin korkeampaan ominaistaajuuteen fn,2 ja suhteelliseen vaimennusvakioon ζ2.
Alemman ominaistaajuuden arvo on aina likimain fn,1 = 36.7 Hz laskentamenetelmäs-
tä ja relaksaatioajasta riippumatta. Ylempi pisteviiva on ominaistaajuus laskettuna
yhtälöstä (3.23) jousivakion k1 standardiarvolla ja alempi pisteviiva ominaistaajuus
laskettuna arvolla k1 = 0. Nähdään, että systeemin korkeammalla ominaistaajuudella
on erityinen muutosalue, jossa sen arvo riippuu suuresti relaksaatioajan suuruudesta.
Hyvin pienillä relaksaatioajoilla Maxwell-elementin jousen vaikutus telasysteemin kor-
keampaan ominaistaajuuteen on vähäinen – jousen voidaan kuvitella uppoavan elemen-
tin vaimentimeen vastuksetta. Suurilla relaksaatioajoilla vaimentimen viskositeetti on
suuri, jolloin jousen kontribuutio systeemin korkeampaan ominaistaajuuteen on mer-
kittävä ja yhtälön (3.22) antama korkeampi ominaistaajuus lähestyy yhtälöstä (3.23)
laskettua arvoa 193.4 Hz. Suhteellinen vaimennusvakio on suurimmillaan, kun ominais-
taajuuden muutos alarajan arvosta ylärajan arvoon on puolivälissä (186.8 Hz), jolloin
Maxwell-elementin vaimennin kuluttaa energiaa maksimaalisesti. Huomaa suhteellisen
vaimennusvakion voimakas kasvu arvosta 1% arvoon 4%.
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Kuva 5.1: Maxwell-elementin relaksaatioajan vaikutus telasysteemin ominaistaajuu-
teen fn,2 ja vaimennussuhteeseen ζ2. Ominaistaajuudella on erityinen muutosalue, jolla
sen arvo riippuu vahvasti Maxwell-elementin viskoosin vaimentimen vaimennusvakios-
ta. Vaimennussuhde on huipussaan muutosalueen puolivälissä. Muutosalueen alapuo-
lella Maxwell-elementin vaimennin käyttäytyy löysästi ja yläpuolella jäykästi.

5.2 Stabiilisuusanalyysi

Telasysteemin alempaa ominaistaajuutta vastaavassa (kompleksisessa) ominaismuo-
dossa telat värähtelevät lähes samassa vaiheessa, jonka vuoksi ylätelan pinnoitteeseen
ei pääse muodostumaan haitallisia deformaatiokuvioita, jotka ajaisivat telasysteemin
epästabiiliksi. Korkeamman ominaistaajuuden ominaismuodossa telojen värähdellessä
lähes vastakkaisissa vaiheissa pinnoitteeseen kehittyy deformaatioita, jotka palaavat
nippiin ja synnyttävät näin itseherätteistä värähtelyä telasysteemiin. Pinnoitedefor-
maatioiden suureneminen johtaa telojen värähtelyamplitudien eksponentiaaliseen kas-
vuun – itseherätteisiin epästabiileihin värähtelyihin.

Kuvassa 5.2 on esitetty telasysteemin karakteristisesta yhtälöstä (3.13) standardipara-
metreillä ratkaistujen monikulmiojuurten s1, s2, . . . , s15 yhtälöstä (3.14) lasketut mo-
nikulmioluvut N1, N2, . . . , N15 ylätelan pyörimistaajuuden funktiona välillä f = 1− 50

Hz. Alaindeksi i viittaa juurta vastaavan pinnoitteen deformaatiokuvion monikulmio-
lukuun hyvin alhaisella pyörimistaajuudella. Mustat viivat kuvaavat juurten epästabii-
lisuusalueita (αi > 0). Kuvassa on myös esitetty yhtälöstä (3.22) lasketut systeemin
ominaistaajuudet suhteessa ylätelan pyörimistaajuuteen eli f̂1 = fn,1/f ja f̂2 = fn,2/f .
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Kuva 5.2: Monikulmioluvut ylätelan pyörimistaajuuden funktiona. Paksuilla viivoilla
merkityt epästabiilisuusalueet ovat korkeamman ominaistaajuuden ympäristössä. Te-
lasysteemissä on epästabiilisuuskynnys pyörimistaajuudella f = 15.8 Hz.

Kuvasta 5.2 nähdään, että telasysteemin epästabiilisuus ilmenee tilanteessa, jossa te-
lapinnoitteen deformaatiokuvion (monikulmiomuodon) synnyttämän systeemiä ajavan
voiman taajuus on likimain yhtäsuuri kuin korkeampi ominaistaajuus (fNi ≈ fn,2)
eli epästabiilisuus liittyy telasysteemin toisen ominaismuodon resonanssivärähtelyyn.
Tästä seuraa, että epästabiilisuutta ilmenee vain tietyillä pyörimistaajuusalueilla, kos-
ka systeemiä ajavan voiman taajuuden on oltava likimain yhtäsuuri kuin korkeampi
ominaistaajuus haitallisen itseherätteisen värähtelyn syntymiseksi. Epästabiilit alueet
laajenevat pyörimistaajuuden kasvaessa. Kuvasta havaitaan, että N12 on ensimmäinen
telasysteemin epästabiiliksi ajava deformaatiomuoto, joten voidaan todeta, että sys-
teemissä on epästabiilisuuskynnys pyörimistaajuudella f = 15.8 Hz. Tämän alapuolella
monikulmiojuurten reaaliosat eivät saa positiivisia arvoja.

Kaikki monikulmioluvut käyttäytyvät lähes samantyyppisesti kuvassa 5.2. Lähempää
tarkastelua varten kuvassa 5.3 on esitetty suurennos monikulmioluvuista N10 ja N9.
Monikulmioluvut ovat lähes kokonaislukuja alhaisilla pyörimistaajuuksilla eli liki sta-
tionaarisen systeemin deformaatiokuvio koostuu näin kokonaisista deformaatioaallois-
ta. Pyörimistaajuuden noustessa monikulmioluvut kuitenkin pienenevät. Tämä kertoo
siitä, että telapinnoitteen deformaatiokuvio muokkautuu telojen pyörimisen ja väräh-
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telyn aikana siten, että telan mukana pyörivän havaitsijan suhteen deformaatiokuvio
liikkuu telan pyörimissuuntaa vastaan. Pinnoitekuvion liike on todennettu sekä kokeel-
lisesti että laskennallisesti viitteessä [20]. Alemman ominaistaajuuden kohdalla moni-
kulmioluvuissa on havaittavissa pieni nousu. Erityisen voimakkaasti monikulmioluvut
pienenevät korkeamman ominaistaajuuden ympäristössä, jonka jälkeen ne muuttuvat
jälleen vähemmän ja vaikuttavat lähestyvän kokonaislukuarvoja pyörimistaajuuksien
kasvaessa erittäin suuriksi. Kuvasta voidaan laskea, että monikulmiolukujen N10 ja N9

leikatessa käyrän f̂2 pinnoitteen deformaatiokuvion synnyttämän telasysteemiä ajavan
voiman taajuudeksi tulee vastaavasti 19.4 Hz ∗ 9.63 ≈ 187 Hz ja 21.7 Hz ∗ 8.63 ≈ 187

Hz (fn,2 = 187.3 Hz, kun f = 0 Hz).
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Kuva 5.3: Monikulmioluvut N10 ja N9 pyörimistaajuuden funktiona. Monikulmioluku-
jen poikkeaminen kokonaisluvuista liittyy polymeeripinnoitteen liikkuviin deformaatio-
kuvioihin.

Kuvassa 5.4 on esitetty monikulmiojuurten reaaliosat ylätelan pyörimistaajuuden funk-
tiona. Pyörimistaajuudella f = 1 Hz jokaisen reaaliosan arvo on -5. Reaaliosissa ei ta-
pahdu mainittavia muutoksia juurten monikulmiolukujen ollessa alempaa ominaistaa-
juutta vastaavan käyrän f̂1 ympäristössä. Tarkkailemalla reaaliosaa α10 nähdään, että
sen arvo alkaa kasvaa pyörimistaajuudella f = 13 Hz ja nousee huippuarvoonsa vas-
taavan monikulmioluvun N10 lähestyessä käyrää f̂2 – maksimiarvo saavutetaan samalla
pyörimistaajuudella kuin monikulmioluku leikkaa käyrän f̂2 kuvassa 5.3. Kun leikkaus-
kohta on ohitettu, reaaliosa lähtee pienenemään ja lopulta juuri sekä koko telasysteemi
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stabiloituvat kunnes α9 menee vuorostaan epästabiiliksi. Koska vain yksi monikulmio-
juuri on kerrallaan epästabiili, systeemin pysyvän tilan (steady-state) käyttäytymistä
epästabiileilla alueilla voidaan tutkia yksittäisten juurten perusteella sen sijaan, että
muodostettaisiin pysyvän tilan kokonaisratkaisuja yhtälön (3.17) ratkaisuista. Pyöri-
mistaajuuden kasvaessa reaaliosien maksimiarvot kasvavat; mitä suurempi reaaliosa
on, sitä nopeammin telapinnoitteen deformaatiot kasvavat. Stabiilien ja epästabiilien
alueiden vuorottelu pinnoitetun telan pyörimisnopeuden kasvaessa on havaittu myös
viitteissä [20–22, 26, 28, 34] joko numeerisen stabiilisuusanalyysin tai liikeyhtälöiden
integroinnin perusteella.
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Kuva 5.4: Monikulmiojuurten reaaliosia. Vain yksi juuri on kerrallaan epästabiili. Ku-
kin reaaliosa saavuttaa maksimiarvonsa samalla pyörimistaajuudella kuin juuren mo-
nikulmioluku leikkaa korkeampaa ominaistaajuutta vastaavan käyrän f̂2 kuvassa 5.3.

Kuvassa 5.5 on esitetty tuentavaimennusten kasvattamisen vaikutus neljän monikul-
miojuuren reaaliosaan. Standardiarvoilla c ja C ratkaistujen juurten reaaliosien lisäksi
kuvassa on esitetty tapaukset, joissa tuentojen standardivaimennusvakiot on kerrottu
tekijöillä 1.5 ja 2.0. Vaimennusten kasvattaminen pienentää reaaliosien maksimiarvo-
ja eli stabiloi telasysteemiä. On kuitenkin tärkeää muistaa, että laskentamalli ei ota
huomioon telojen taivutusvärähtelyjä. Varsinkin silloin, kun telojen tuennat ovat suh-
teellisen jäykkiä, on värähtelyjen vaimentaminen telojen keskellä vaikeaa pelkästään
tuentojen vaimennusta kasvattamalla.
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Kuva 5.5: Tuentavaimennusten kasvattamisen vaikutus systeemin stabiilisuuteen. Vai-
mennusten kasvattaminen stabiloi systeemiä, mutta on muistettava, että malli ei ota
huomioon telojen taivutusvärähtelyjä.

Laskemalla telasysteemin kompleksiset ominaismuodot yhtälöstä (3.11) esimerkiksi
juurelle s10 ja valitsemalla ẑ = 1 voidaan tutkia systeemin vaihekulmia kyseistä juurta
vastaavan ratkaisun tapauksessa. Kuvassa 5.6 on esitetty telasysteemin vapausastei-
den välisiä keskeisiä suhteellisia vaihekulmarelaatioita yhtälön (3.16) mukaisesti las-
kettuna pyörimistaajuuden funktiona. Juuri s10 on epästabiili välillä f = 19.1 − 19.7

Hz ja vain tällöin telasysteemin käyttäytymisen määräävä muoto. Vaihekulmista voi-
daan kuitenkin tulkita laajemminkin, kuinka juurta s10 vastaava polymeeripinnoitteen
deformaatiokuvio vaikuttaa telasysteemin dynamiikkaan. Telojen välisestä vaihe-erosta
arg(x̂)−arg(X̂) nähdään, että monikulmiomuotoN10 pitää systeemin liki koko ajan kor-
keammassa ominaismuodossa, jossa telat värähtelevät vastakkaisissa vaiheissa. Alem-
man ominaistaajuuden ympäristössä telat kuitenkin pyrkivät hetkellisesti alempaan
ominaismuotoon, jolloin niiden välinen vaihe-ero pienenee melkein arvoon nolla, jotta
ne olisivat samassa vaiheessa. Nippiraon ja viskoosin siirtymän välisestä vaihe-erosta
arg(x̂ − X̂) − arg(x̂ − ẑ) nähdään, että viskoosi siirtymä ja nippirako ovat lähes sa-
massa vaiheessa alhaisilla taajuuksilla. Pyörimistaajuuden kasvaessa vaihe-ero kasvaa.
Epästabiilisuuden ollessa suurimmillaan pyörimistaajuudella f = 19.4 Hz vaihe-ero on
45 astetta. Suoraan yhtälöstä (3.19) laskettuna vaihe-ero on sama. Suurilla pyörimis-
taajuuksilla vaihe-ero lähestyy 90 astetta. Epästabiilin alueen ympäristössä jäännösde-
formaation vaihekulmalla arg(∆l̂) on erityinen muutosalue. Juuren s10 reaaliosan olles-
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Pyörimistaajuus f [Hz]

V
ai
h
ek
u
lm

a
[r
ad

]

0 10 20 30 40 50

−π/2

0

π/2

π

arg(x̂− X̂)− arg(x̂− ẑ)
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Kuva 5.6: Juurta s10 vastaavan ominaismuodon suhteellisia vaihekulmarelaatioita yh-
tälöstä (3.16) laskettuna. Laskuissa on asetettu ẑ = 1. Monikulmiomuoto pitää telat
lähes koko ajan korkeammassa ominaismuodossa. Juuren reaaliosan ollessa maksimiar-
vossaan jäännösdeformaation ja nippiraon välinen vaihe-ero on 90 astetta.

sa suurimmillaan jäännösdeformaation vaihe on nippirakoa 90 astetta edellä. Voidaan
päätellä, että jäännösdeformaation maksimi/minimi (deformaatiokuvion aallon huip-
pu/laaksonpohja) saapuu nippiin sillä hetkellä, kun telat ovat tasapainoasemissaan ja
niiden nopeudet ovat suurimmillaan (vapausasteen nopeuden vaihe on sen siirtymää
90 astetta edellä). Mikäli telat ovat erkanemassa toisistaan, nippiin saapuu liikettä te-
hostamaan pinnoitteessa oleva kohouma. Jos telat ovat taas liikkumassa toisiaan kohti,
nippiin saapuu pinnoitteen osa, joka on kuopalla. Vaihe-erot ovat siis suotuisat itse-
herätteisten värähtelyjen kasvulle, ja tilanne vastaa yhden vapausasteen värähtelijän
resonanssia, jossa ajava voima on 90 astetta siirtymävastetta edellä. Nähdään myös, et-
tä juuren monikulmioluvun ollessa alemman ominaistaajuuden ympäristössä vastaavaa
tilannetta ei esiinny. Epästabiilisuusalueen jälkeen jäännösdeformaation ja nippiraon
välinen vaihe-ero asettuu noin 180 asteeseen.
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5.3 Liikeyhtälöiden aikaintegrointi

Kuvassa 5.7 on esitetty yhtälöstä (3.25) ylätelan pyörimistaajuudella f = 19.4 Hz in-
tegroidut telojen siirtymävasteet ajan funktiona välillä t = 0− 5 s sekä samalta väliltä
ylätelan signaalista lasketun FFT-muunnoksen myötä saatu tehospektri (power spect-
rum). Integroinnissa alatelan alkuehdoksi asetettiin X(0) = −0.001 m, muiden alkueh-
tojen ollessa nollia. Käsiteltävä systeemi on lineaarinen, joten asettamalla alkuehdok-
si esimerkiksi paperikoneen kalanteria ajatellen realistisempi arvo X(0) = −10−6 m,
päästään skaalausta vaille samoihin tuloksiin. Telojen vasteista nähdään, että systee-
mi on epästabiili itseherätteisten värähtelyjen vuoksi. Alkutransientin jälkeen värähte-
lyamplitudit kasvavat pysyvässä tilassa eksponentiaalisesti. FFT-muunnoksesta saatu
tehospektri osoittaa kunkin värähtelytaajuuden kontribuution ylätelan värähtelysig-
naalin voimakkuuteen. Taajuustason esityksestä käy ilmi, että telasysteemi värähte-
lee taajuudella 187 Hz, joka vastaa systeemin korkeampaa ominaistaajuutta eli kyse
on itseherätteisestä resonanssivärähtelystä. Vastekuvan pienessä ikkunassa on esitetty
telojen pysyvän tilan vasteet ylätelan yhden pyörimiskierroksen ajalta. Telat värähte-
levät vastakkaisissa vaiheissa eli systeemin korkeampaa ominaistaajuutta vastaavassa
ominaismuodossa ja vasteista voidaan tulkita pinnoitteen monikulmioluvuksi 9.6. In-
tegroinnin tulokset pyörimistaajuudella f = 19.4 Hz vastaavat stabiilisuusanalyysin
tuloksia – epästabiilina oleva juuri s10 määrää systeemin dynaamisen käyttäytymisen.
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Kuva 5.7: Pyörimistaajuudella f = 19.4 Hz liikeyhtälöistä integroidut telojen vasteet
ja ylätelan signaalista laskettu tehospektri (Amplitudi2 = Power). Telasysteemi on
epästabiili ja resonanssissa polymeeripinnoitteen aiheuttamien itseherätteisten väräh-
telyjen vuoksi. Vastekuvan pienestä yhtä ylätelan pyörimisjaksoa kuvaavasta ikkunasta
nähdään, että telat värähtelevät vastakkaisissa vaiheissa.
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Kuvassa 5.8 on tutkittu tarkemmin kuvan 5.7 integroinnin tuloksia. Kuvassa on esitet-
ty nippiraon x−X ja viskoosin siirtymän x− z vasteet kolmen peräkkäisen kierroksen
ajalta. Tiedetään, että juuren s10 reaaliosa on nyt suurimmillaan (f = 19.4 Hz) ja
näin ollen systeemi on mahdollisimman epästabiili kyseisen juuren tapauksessa. Vaihe-
eroja tarkastelemalla nähdään, että nippirako on 45 astetta viskoosia siirtymää edellä.
Nippiraon ja viskoosin siirtymän välinen vaihe-ero riippuu voimakkaasti käytettävän
Maxwell-elementin relaksaatioajasta. Suurilla relaksaatioajoilla vaihe-ero lähestyy 90
astetta ja pienillä nollaa. Näin ollen useamman Maxwell-elementin pinnoitteen tapauk-
sessa viskoosien siirtymien ja nippiraon välisten vaihe-erojen voidaan päätellä olevan
erisuuria. Hetkellä t = 4.062 s kierroksella 2 oltaessa luetaan viskoosia muistia kierrok-
sen 1 hetkeltä t = 4.011 s nippiin tulevan jäännösdeformaation muodostamiseksi (pu-
nainen viiva osoittaa kierroksen takaisen hetken). Hetkellä t = 4.011 s kumpumainen
viskoosi siirtymä on ollut suurimmillaan yhden värähtelyjakson puitteissa. Nähdään,
että tämän deformaation jäljellä oleva osa (eAT = 0.86 = 86%) tulee siis kierroksel-
la 2 nippiin hetkellä, jolloin telat ovat tasapainoasemissaan erkanemassa toisistaan ja
niiden nopeudet suurimmillaan. Tulos on yhtenevä kuvan 5.6 tulosten kanssa.

4 4.005 4.01 4.015 4.02 4.025 4.03 4.035 4.04 4.045 4.05
-2

0

2

4.06 4.065 4.07 4.075 4.08 4.085 4.09 4.095 4.1
−2

0

2

Aika t [s]
4.105 4.11 4.115 4.12 4.125 4.13 4.135 4.14 4.145 4.15

−2

0

2

4.055

3. kierros

1. kierros

2. kierros

x−X

10−3 [m]

x− z

Kuva 5.8: Nippirako (sininen) ja viskoosi siirtymä (vihreä) nipissä kolmella peräkkäisel-
lä kierroksella, f = 19.4 Hz. Nippiraon vaihe on 45 astetta viskoosia siirtymää edellä.
Laskettaessa nippiin saapuvaa jäännösdeformaatiota kierroksella 3 on ilmeistä, että
kierrosten 1 ja 2 viskoosit deformaatiot pitää ottaa huomioon toisistaan erillisinä.
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Tämän työn numeerisessa stabiilisuusanalyysissä ja integroinneissa pinnoitteen viskoosi
muisti on otettu huomioon ainoastaan edelliseltä kierrokselta. Kuvassa 5.8 kierroksella
3 hetkellä t = 4.144 s nippiin ei saavu jäännösdeformaatiota, koska deformaatio on
ollut nolla edellisellä kierroksella (violetti viiva osoittaa aiempien kierrosten hetket,
joilta muistia luetaan). Nähdään kuitenkin, että kierroksella 1 pinnoitteeseen syntynyt
deformaatio tulisi ottaa huomioon vielä kierroksella 3 (e2AT = 0.74). Yhtälössä (3.8)
esitetty summaustermi on siis tarpeellinen laskettaessa edellisiltä kierroksilta nippiin
saapuvaa jäännösdeformaatiota. Yhden kierroksen muisti riittää kuitenkin antamaan
hyvän yleisen kuvauksen systeemin dynamiikasta. Kaikissa aiemmissa tutkimuksissa,
joissa on käytetty yksiulotteista mallia (kts. kappale 3.1), muisti on otettu huomioon
ainoastaan edelliseltä kierrokselta.

Kuvassa 5.9 on esitetty liikeyhtälöstä (3.24) integroitu tulos, jossa ylemmän telan pyö-
rimistaajuutta on muutettu ajon aikana. Kuvan yläosassa on esitetty telojen vasteet
ja alaosassa ylätelan pyörimistaajuus ylätelan pyörimiskulman funktiona. Ajo lähtee
liikkeelle pyörimistaajuudesta f = 17 Hz. Pyörimistaajuutta nostetaan lineaarisella
rampilla käyttäen vakiokulmakiihtyvyyttä 1.0 rad/s2, jonka jälkeen tela pyörii vakio-
nopeudella f = 22 Hz, jolloin juuri s9 on epästabiili. Tämän jälkeen pyörimistaajuus
lasketaan vakioarvoon 21 Hz lineaarisella rampilla käyttäen kulmakiihtyvyyttä −1.0

rad/s2. Monikulmiomuotojen N11, N10 ja N9 vaikutusalueilla pinnoitedeformaatioiden
aiheuttamat itseherätteiset värähtelyt nostavat telojen värähtelyamplitudeja. Ampli-
tudit kasvavat nopeasti hyvin suuriksi varsinkin välillä θ = 3850 − 4000 rad/s. Kun
todellisia koneita kiihdytetään kohti suurempia nopeuksia, liian nopeasti kasvavat vä-
rähtelyt saattavat estää suuremmilla pyörimisnopeuksilla sijaitsevien epästabiilisuusa-
lueiden ohittamisen.

Kuvassa 5.10 on esitetty yksittäisistä vakionopeuksilla lasketuista tehospektreistä muo-
dostettu vesiputouskuvaaja (waterfall plot). Spektrit on laskettu samalla tavalla kuin
kuvassa 5.7. Kuva osoittaa selkeästi, että systeemissä on erillisiä epästabiileja alueita.
Epästabiilit värähtelyt ilmenevät erityisesti taajuuksilla 185− 189 Hz, mutta taajuus-
alue laajenee vielä pyörimistaajuuden kasvaessa. Suurimmillaan epästabiilisuus on aina
telasysteemin korkeamman ominaistaajuuden ympäristössä.

Kuvien 5.9 ja 5.10 kaltaisia integrointituloksia voidaan verrata todellisista laitteista
saataviin mittaustuloksiin. Vertailun avulla voidaan jatkokehittää ja verifioida erilaisia
laskentamalleja, joita voidaan hyödyntää kehitettäessä vaimennus- ja stabilointimene-
telmiä nipillisiin telasysteemeihin.
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Kuva 5.9: Telojen siirtymävasteet muuttuvalla ylätelan pyörimistaajuudella. Kulma-
kiihtyvyys saa arvot 1 rad/s2, 0 ja –1 rad/s2. Vasteet kasvavat epästabiilisuusalueilla.
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Kuva 5.10: Yksittäisistä vakiopyörimistaajuuksilla lasketuista tehospektreistä muodos-
tettu waterfall-kuvaaja. Pystyakseli on rajoitettu arvoon 0.05. Barring-alueet ilmenevät
selkeinä amplitudipiikkeinä systeemin korkeamman ominaistaajuuden fn,2 = 187.3 Hz
ympäristössä. Kuva osoittaa selvästi, kuinka barring-värähtelyt pahenevat, kun ajono-
peus kasvaa.
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Luku 6

Yhteenveto

Tässä työssä tutkittiin viskoelastisia polymeerejä ja nippitelan polymeeripinnoitteen
pyörivään nipilliseen telasysteemiin aiheuttamia haitallisia itseherätteisiä värähtelyjä.
Telapinnoitteina käytettävien amorfisten polymeerien dynaamisen käyttäytymisen ym-
märtämiseksi luotiin kokonaisvaltainen kuvaus niiden fysikaalisista ominaisuuksista.
Kokeellisessa osuudessa suoritettiin DMTA-mittaukset (Dynamic Mechanical Thermal
Analysis) kahdelle ominaisuuksiltaan erilaiselle telapinnoitepolymeerille erityisesti nii-
den mekaanisten ominaisuuksien tutkimiseksi. Mittauksista saatua tietoa hyödynnet-
tiin kahden telan systeemille kehitetyn analyyttisen mallin parametrien määrityksessä.
Mallia testattiin numeerisin laskelmin.

Polymeerien DMTA-mittauksissa käytettiin kahta erilaista mittauskonfiguraatiota. Pin-
noitteelle 1 mittaukset tehtiin kolmipistetaivutuksessa ja pinnoitteelle 2 vetokokee-
na. Tuloksia analysoitaessa tarkasteltiin erityisesti polymeerien varastomoduuleja. Pin-
noitteen 1 tapauksessa moduuliarvot mitattiin polymeerin lasisiirtymälämpötilan se-
kä ylä- että alapuolella olevissa lämpötiloissa. Näin saatiin muodostettua polymeerille
sen aika-lämpötila –riippuvuuden perusteella master -käyrä, josta selviää polymeerin
kumi-, lasisiirtymä- ja lasialueen varastomoduuliarvot kuormitustaajuuden funktiona
referenssilämpötilassa. Pinnoitteelle 2 muodostettu master-käyrä rajoittuu kumialuee-
seen, koska mittauslämpötilat olivat reilusti materiaalin alhaisen lasisiirtymälämpötilan
yläpuolella.

Polymeerien master-käyrien muodostamiseen käytetyistä vaakasiirtotekijöistä aT näh-
tiin, että polymeerien deformaatioiden palautumisnopeus riippuu voimakkaasti lämpö-
tilasta. Muutamien asteiden lämpötilanousut voivat nopeuttaa deformaatioiden palau-
tumista monikymmenkertaisesti. Tämä voi olla edullista esimerkiksi pinnoitedeformaa-
tioiden vuoksi huollettavien paperikoneiden kalanteritelojen käsittelyn nopeuttamisek-
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si. Vaakasiirtotekijöistä selvisi myös erityisen hyvin, että pinnoitteen 1 viskoelastisilla
mekanismeilla on erilaisia lämpötilariippuvuuksia ja kukin mekanismi on voimakkaim-
millaan omalla karakteristisella lämpötila-alueellaan. Tämä aiheuttaa sen, että kaikille
mekanismeille saman lämpötilariippuvuuden olettava usein vaakasiirtotekijän aT mää-
rittämiseksi käytettävä WLF-yhtälö johtaisi nyt vääriin tuloksiin polymeerin master-
käyrän muodostamisessa käytettynä. Toisin sanoen, jos WLF-yhtälöä halutaan käyttää
vaakasiirtotekijän laskemiseen, tulee sen parametrit määrittää erikseen kullekin karak-
teristiselle lämpötila-alueelle.

Pinnoitteen 1 interpoloinnilla silitettyyn master-käyrään sovitettiin pienimmän neliö-
summan menetelmällä yleistetyn lineaarisen standardiaineen malli varioiden mallissa
käytettävien Maxwell-elementtien määrää. Nyrkkisääntönä voidaan todeta, että hyvän
sovitteen saamiseksi elementtejä tulee olla yksi kappale master-käyrän jokaista taajuus-
dekadia kohti. Näin menetellen pinnoitteelle 1 saatiin hyvä sovite käyttäen 28 element-
tiä. Sovituksesta saaduista parametreistä saatiin muodostettua tarkka approksimaatio
polymeerin relaksaatiospektrille.

Telasysteemin analyyttisen mallin telojen massa-, vaimennus- ja jäykkyysparamet-
rit määritettiin mallia vastaavasta kahden telan nipillisestä koelaitteesta kokeellisel-
la moodianalyysillä ja elementtimenetelmällä. Mallin polymeeripinnoitteessa käytet-
tiin ainoastaan yhtä Maxwell-elementtiä. Polymeeripinnoitteen parametrit säädettiin
DMTA-mittausten ja telakoelaitteella suoritetun testiajon perusteella sellaisiksi, että
pinnoitteen käyttäytyminen vastasi polymeerin todellista fysikaalista olemusta tietyllä
kuormitustaajuusvälillä ja erityisesti silloin, kun systeemi resonoi korkeampaa ominais-
taajuutta vastaavassa ominaismuodossaan. Tällöin telat värähtelevät lähes vastakkai-
sissa vaiheissa ja pinnoitettuun telaan voi syntyä haitallinen deformaatiokuvio, joka
synnyttää systeemiin itseherätteisiä värähtelyjä, jotka voivat ajaa systeemin epästabii-
liksi. Kyseistä ilmiötä kutsutaan myös barringiksi.

Mallin polymeeripinnoitteen parametrejä varioimalla selvisi, että telasysteemin kor-
keamman ominaistaajuuden arvo määräytyy pinnoitteen viskoelastisten ominaisuuk-
sien perusteella. Näin ollen nipillisten pinnoitettujen telasysteemien ominaistaajuuk-
sia ei tulisi koskaan laskea yksinkertaistaen systeemi vaimentamattomaksi, koska täl-
löin pinnoite oletetaan elastiseksi ja lasketut ominaistaajuudet eivät vastaa todellisia.
Analyyttiselle mallille suoritetun numeerisen stabiilisuusanalyysin tuloksista kävi il-
mi, että telasysteemillä on epästabiilisuuskynnys, jonka alapuolella olevilla pinnoitetun
telan pyörimistaajuuksilla systeemi ei mene epästabiiliksi. Koska haitallinen barring-
värähtely liittyy korkeamman ominaismuodon resonanssivärähtelyyn, epästabiilisuutta
ilmenee vain tietyillä pyörimistaajuusalueilla. Tulosten perusteella itseherätteisen vä-
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rähtelyn aikana polymeeripinnoitteeseen syntyvät aaltomaiset deformaatiokuviot liik-
kuvat telan pinnalla pyörimissuuntaa vastaan, mikä on havaittu myös aiemmissa tutki-
muksissa. Käytetyn mallin perusteella nippitelojen tuentojen vaimennusten kasvatta-
minen stabiloi telasysteemiä, mutta on muistettava, että malli ei ota huomioon telojen
taivutusvärähtelyjä. Värähtelyjen vaimentaminen telojen keskellä vain tuentavaimen-
nuksia kasvattamalla on vaikeaa, mutta mahdollista, mikäli tuennat tehdään riittävän
joustaviksi ja tuentavaimennus optimoidaan mahdollisimman kuluttavaksi.

Liikeyhtälöiden aikaintegroinneista saadut tulokset vastasivat numeerisen stabiilisuusa-
nalyysin tuloksia. Integrointitulokset antavat käytännönläheisemmän kuvan telasys-
teemin toiminnasta ja ovat paremmin vertailtavissa todellisista systeemeistä saataviin
mittaustuloksiin. Erityisen hyödyllisiä ovat kiihtyvyys-hidastuvuus –ramppiajot, jot-
ka kertovat telojen värähtelyamplitudien kasvuista ohitettaessa systeemin epästabiileja
alueita. Myös systeemin tehospektreistä muodostetut waterfall -kuvaajat antavat sel-
keän kuvan vaarallisista pyörimisnopeuksista.

Yhden Maxwell-elementin polymeeripinnoitteen hidastetun relaksoitumisen avulla saa-
tiin muodostettua yleisen tason kuvaus nipillisen pinnoitetun telasysteemin värähtely-
käyttäytymisestä. Tulosten perusteella voidaan päätellä, että usean Maxwell-elementin
pinnoitteen nopeat elementit ja niitä vastaava pinnoitteen muodonmuutos reagoivat
riittävän pienellä vaihe-erolla (∼synkronissa) nippiraon sulkeutumiseen ja aukeami-
seen. Nipin ulkopuolella hitaat Maxwell-elementit hidastavat nopeiden palautumista,
jolloin pystyvärähtelyjen kanssa synkronissa oleva deformaatio ei ehdi hävitä yhden
kierroksen aikana, mikä mahdollistaa epästabiilin värähtelytilan syntymisen. Tämä on
nopea barring, joka toimii ilmiön käynnistäjänä. Nopean barringin jatkuessa hitaisiin
Maxwell-elementteihin alkaa kasautua yhä suurempi epäsynkroninen (nipin vaihetta
jäljessä oleva) deformaatio, joka aiheuttaa ajan mittaan yhä suurempia värähtelyjä. Tä-
mä on hidas barring. Näin ollen barring-värähtelyjen eliminoimiseksi olisi riittävää, että
pinnoitepolymeerin hitaiden ja nopeiden relaksaatioprosessien (Maxwell-elementtien)
välinen symbioosi saataisiin purettua. Todettakoon vielä, että hidas barring ei ole itse-
herätteistä, vaan seurausta nopeasta barringista, mutta ajan mittaan se alkaa ilmetä
pakkovärähtelynomaisena tilana, joka voi poistua ainoastaan pidemmän ajan kuluessa.
Telapinnoitteen palautumista voitaneen nopeuttaa sopivalla lämpökäsittelyllä.

Tarkempien fysikaalisten tulkintojen luominen vaatii siis telasysteemin polymeeripin-
noitteen mallintamisen yleistetyn lineaarisen standardiaineen mukaisesti useilla Max-
well-elementeillä sekä pinnoitteeseen syntyneiden deformaatioiden huomioon ottamisen
useilta peräkkäisiltä kierroksilta. Nopeasti ja hitaasti relaksoituvien Maxwell-element-
tien vuorovaikutuksen ja deformaatiomuistin kasvattamisen myötä viskoosit deformaa-
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tiot voivat säilyä pinnoitteessa kokonaisten kierrosten ajan ja kumuloitua aiheuttaen
haitallisia epästabiileja värähtelyjä systeemiin. Käytetty yksinkertainen, mutta moni-
puolisen analyysin mahdollistava malli voi osoittautua jatkotutkimusten myötä erittäin
hyödylliseksi kehitettäessä menetelmiä nipillisten telasysteemien epästabiilien värähte-
lyjen eliminoimiseksi. Kvantitatiivisesti tarkemman kuvauksen telasysteemin dynamii-
kasta antavan mallin numeerisen analyysin tulokset olisivat myös paremmin vertailta-
vissa työssä esitellyllä telakoelaitteella tehtyjen mittausten tuloksiin.
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